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vom 


Verfasser. 
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Obwohl dem Studium der Kegelschnitte eine überaus reiche 


_ Literatur zu Gebote steht, glaube ich dennoch durch das nach- 


stehende Werkchen nichts Überflüssiges zu bieten. 
Die über diesen Gegenstand erschienenen Schulbücher geben 


nämlich meiner Ansicht nach die Lehre von den Kegelschnittlinien 


meistens nicht in einheitlicher Darstellung und erschweren durch 
die ungleichartige Behandlung des Stoffes das Studium. Dadurch 
kommt auch die gegenseitige Verwandtschaft dieser Curven nur 
wenig oder gar nicht zur Geltung, welche doch dem Eindringen in 
diese Disciplin so viel Reiz verleiht. 


Ich habe mir die Aufgabe gestellt, die Eigenschaften der 
Kegelschnitte aus der allgemeinen Focalbeziehung herzuleiten und 


x  sämmtlichen Constructionen ein vollkommen einheitliches Gepräge 


zu geben. Zu diesem Behufe musste auch der Begriff der Grenze 


- eingeführt werden und damit der Übergang von der Euklidschen 
- Geometrie zur neueren angebahnt werden. 


Wenn die parallele Lage zweier Geraden als die Grenze der 


'schneidenden Lage mit unendlich fernem Schnittpunkte hingestellt 


wird, und wenn die übrigen Grenzübergänge, wie z. B. jener von 
der Secante zur Tangente in entsprechender Weise einfach und 


klar entwickelt werden, so machen diese Begriffserweiterungen 
erfahrungsgemäß den Schülern nicht nur keine Schwierigkeiten. 


sondern sie fördern sogar in hohem Grade das Interesse am 
Unterrichte. 


Das in der Mittelschule vorzunehmende Pensum aus der Kegel- 


- schnittslehre ist dem jeweiligen Entwicklungsgrade der Schüler genau 


anzupassen. Demnach dürfen, wie auch die Unterrichts-Instructionen 


streng vorschreiben, selbst auf der Unterstufe keine Constructionen 


ohne Begründung vorgenommen werden. Durch diese Forderung ist 


aber der zu bewältigende Lehrstoff zweifellos abgegrenzt. 


Von dieser gebotenen Einschränkung ist in diesem Buche 


scheinbar durch die gesprächsweise Erwähnung imaginärer Linien 


< TE. 4 


und Punkte abgewichen worden. Diese Abweichung liegt aber 
nur im sprachlichen Ausdrucke; denn es kommt doch offenbar 
auf dasselbe hinaus, ob man von der Unmöglichkeit der Durch- 
führung einer Aufgabe spricht oder ob man behufs allgemeiner 
Fassung von Lehrsätzen imaginäre Elemente zulässt, 


Wo die Schulverhältnisse infolge der Lehrpläne für die 
Geometrie minder günstig sind, und einem schwächer begabten 
Schülermateriale gegenüber, dürfte es angezeigt sein, den hier 
niedergelegten Stoff durch Weglassung einiger weniger belang- 
reicher Partieen für die unteren ÜOlassen derart zu reducieren, 
dass das Gesammtgefüge nicht leidet. Diesbezüglich seien erwähnt: 
die Erörterung des zweiten Hauptfalles, die Kriterien für die 
Lage von Punkten und Geraden zu den Kegelschnitten, einige 
Grenzübergänge, die Relationen und sämmtliche Sätze und Con- 
structionen, die sich erst durch weitere Untersuchungen aus den 
besonderen Vectoren- und Tangentengesetzen für die einzelnen 
Curven ergeben. 

Diese übergangenen Partieen können dann in den oberen 
Classen ihre Behandlung finden, für welche speciell die Brenn- 
punktsgesetze und die auf denselben basierenden Constructionen 
sowie die Osculationskreise schon hier mit aufgenommen worden 
sind, um einestheils dem Lehrbuche einen gewissen Abschluss 
zu verleihen, anderntheils aber, um dasselbe auch für die oberen 
Classen brauchbar zu erhalten. | 

Ich erfülle an dieser Stelle auch eine angenehme Pflicht, 
indem ich dem Herrn Heinr. Mercy in Prag für die nette Aus- 
stattung des Werkes und der k. k. phot. Kunstanstalt Angerer 
und Göschl in Wien für die correcte Ausführung der Zinko- 
graphien den wohlverdienten Dank ausdrücke. 


Schließlich empfehle ich das Büchlein den Herren Fach- 
genossen zur geneigten Beurtheilung und bitte sie zugleich, mir 
etwaige Verbesserungsideen freundlichst mitzutheilen. 


Trautenau, Ostern 1887. 


Adalbert Breuer. 
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I. Capitel. 
Geometrische Örter von Punkten. 


8.1. 


Allgemeines. 


In vielen Constructionsaufgaben, welche die Ermittlung eines 
Punktes zum Gegenstande haben, sind die Aufsuchungsbedingungen 


- nicht in der erforderlichen Anzahl gegeben. Aus diesem Grunde ist 


auch das Resultat einer solchen Aufgabe nicht vollkommen bestimmt, 
und man erhält meistens eine unendliche Vielheit von Punkten, 
welche sämmtlich dem gestellten Probleme genügen. 


Diese Lösungen bringen aber ihr Hervorgehen aus derselben 


Aufgabe in der Regel dadurch zum Ausdrucke, dass sie bezüglich 


ihrer gegenseitigen Lage in der Ebene eine gewisse Gesetzmäßigkeit 
zeigen. Sie befinden sich nämlich sämmtlich auf einer zumeist 


krummen Linie von vorgeschriebener Gestalt und Größe. Solche‘ 
-  Curven nennt man geometrische Orter. 


So z. B. ist der geometrische Ort eines Punktes, welcher von 
einer gegebenen Geraden einen bestimmten Abstand haben soll, ein 


Paar von Geraden, welche zur ersteren parallel laufen. 


Der geometrische Ort für einen Punkt, der von den Schenkeln 


Bi eines gegebenen Winkels gleich entfernt ist, stellt ein rechtwinkliges 
Linienkreuz vor. 


Ein Punkt, der von einem Fixpunkte in constanter Entfernung 
steht, hat den mit dieser Distanz vom festen Punkte aus beschrie- 
benen Kreis zum geometrischen Orte. 


Im Nachfolgenden soll nun eine ÜÖonstructions-Aufgabe zur 


Lösung gelangen, welche eine ganze Gruppe geometrischer Örter 
2 ‚liefert. 


en Breuer, Constr, Geometrie d. Kegelschnitte. 1 


8.2. 
Fundamental-Aufgabe. 


Ä 
£ 


‚u. Es ist ein Punkt zu suchen, dessen Entfernung von einem 
runs zu seinem Abstande von einer festen Geraden in einem 
gegebenen Verhältnisse steht. 

Bezeichnet man (Fig. 1) den gesuchten Punkt mit M, den 
gegebenen Punkt mit F, die feste Gerade mit A/ und die bestimmte 
Verhältniszahl mit & rd stellt MP das Perpendikel zu H/ vor, 

so hat M die Bedingung 


MF:MP =: 
pP re ER BE zu erfüllen. 
War Behufs bequemer Sprechweise 


möge schon an dieser Stelle für 4/ 
der Ausdruck Leitlinie oder Directrix, 
% für F die Bezeichnung Brennpunkt 
oder Focus und für den Quotienten & 
der Name: Charakteristik oder auch 
numerische Escentrieität eingeführt 
werden. 

MF heiße ferner Brennstrahl, 


r£ | Fahrstrahl, Leitstrahl, Radius - Vector 


Fig. 1. oder schlechtweg Vector. 

Um die Aufgabe übersichtlich 
lösen zu können, sind zwei Hauptfälle zu unterscheiden, je nachdem 
sich der Brennpunkt außerhalb der Directrix befindet oder nicht. 

Jeder Hauptfall gliedert sich wieder in drei Nebenfälle, je 
nachdem die Charakteristik & kleiner, gleich oder größer ist als 
die Einheit. | 

Für die Ausführung kann & entweder als besonderer Zahlenwert 
vorliegen, oder es kann diese Maßzahl auch durch die Angabe zweier 
Strecken, welche in dem verlangten Verhältnisse stehen, bestimmt sein. 

Ist & ein Bruch mit commensurablem Zähler und Nenner, so 
lassen sich durch mehrmaliges Auftragen einer beliebig gewählten 
Länge leicht zwei Strecken construieren, welche & zum Quotienten 
haben. 


Falls & eine irrationale Zahl z. B. 314159... vorstellt, misst | 


man auf einem tausendtheiligen Transversalmaßstabe 3'142 Einheiten 
ab; die erhaltene Länge und die Einheit sind dann zwei Strecken, 
welche annäherungsweise in dem gegebenen Verhältnisse stehen. 


BER me 
rd h 


SB} 
Erster Hauptfall 
Der Brennpunkt F liegt außerhalb der Directrix 47. 


Erster Nebenfall. 
Die Charakteristik & ist kleiner als die Einheit. 


B=21°:°7,D: _. 
MF:MP =4:5. 
7 
BEE HL 
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Fig. 2. 


Um dieses Verhältnis graphisch genau und verwendbar zu 
fixieren, fällt man (Fig. 2) FR | HI und trägt ein so großes Stück, 
als es die Dimensionen der Zeichenfläche gestatten, von R aus nach 
rechts fünfmal auf RF ab. In dem erhaltenen Endpunkte 5 errichtet 

1* 


> 
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man 5IV | RF und reiht das vorige Stück von 5 aus viermal nach 
oben an. Den erhaltenen Punkt IV verbindet man schließlich mit R. 
Die gefundene Gerade RIV möge die Transversale heißen. 


Fällt man von einem Transversalenpunkte X die Normale KL 


zu RF, so heißt KL die Ordinate und LR die Abscisse des Punktes X. 


Wie man aus der Figur unmittelbar abliest, gilt für alle Punkte 


der Transversalen die Beziehung: 


KL:LR=1IV5:5R =4:52 2 2 2 


Nach Beendigung dieser Vorarbeiten ist es leicht, Punkte von. 


der geforderten Eigenschaft zu construieren. 


Errichtet man in F die Normale zu RF, so ergibt sich : 
im Sechnittpunkte dieser Geraden mit der Transversalen RIV ein 


Punkt E. Dieser erfüllt die gestellte Bedingung, denn es verhält 


sich, wie man aus der Figur unmittelbar abliest, mit Rücksicht auf 1) 


EF:FR=KELE:LR =4:25. 2 i 


Weilnun FF' den Leitstrahl und FR den Abstand des Punktes # 


von der Direetrix vorstellt, so genügt er der Aufgabe. 
Ein zur Directrix paralleler Vector wie EF wird Parameter 
genannt. 


Verlängert man den Parameter EF um die eigene Größe 


nach unten, so liefert derselbe den Punkt Z’, welcher offenbar auch 
eine Lösung der Aufgabe repräsentiert. 
Überträgt man die Länge FR.nach JR, so ist gemäß 2) 


EF:JR=4:5,. 2 20 00 SE 


und, vermöge der Construetion von E‘, auch 


EF:JR=4:5. ee Br 


Zieht man JE’ und JE, so ergeben sich in der Geraden RF 
die beiden Punkte A und B, für welche man aus der Figur und 


mit Rücksicht auf 4) und 3) die Proportionen 
AF:AR=EF:JR=Z4A:5 


und BF: BR=EF-: JR =arsr a a 
Mithin sind A und B ebenfalls zwei der gesuchten Punkte; 


sie heißen wegen ihrer besonderen Lage die Hauptsch SE oder 
kurzweg die Hauptscheitel. 


- Sollte sich bei der Construction des Scheitels B ein schleifender 


Schnitt ergeben, so sucht man aus den in der Schnittgegend befind- 


AF AR BF: BR 
AF:!BEZ AR: BR. 


- 


N e: - re Tr 
« = av ie = 6, Bor 
‚u s zer 


Setzt man mit der Länge KL im Brennpunkte ein und durch- 
schneidet man die Parallele XL in den Punkten M und N, so folgen 
unter Bezug auf die Gleichheiten 


KL='MRZ:NEH 


aus 5) die Proportionen: 
MF:.LR=A!Db 7 se 
und NF:LR=4:5. 


Weil aber LR den Abstand der Punkte M und N von der 
Directrix vorstellt, so sind M und N ebenfalls Lösungen der Aufgabe. 


Fällt man MP_| HI, so kann man wegen 
LR= MP 


anstatt der Proportion 6) auch schreiben: 
| MF:MP—=4:5. 


Durch Wiederholung der Construction findet man eine unbe- 
schränkte Anzahl von Punktepaaren wie M und N; die Punkte eines 
jeden Paares liegen vermöge der Construction zur Geraden AB 
symmetrisch. Ihr geometrischer Ort ist eine geschlossene Curve, 
welche den Namen Zllipse führt. Die Symmetrieachse AB wird 
noch als Hauptachse, Brennpunktachse oder als große Achse der 
Ellipse bezeichnet. | 

Je kleiner & gewählt wird, desto mehr nähert sich die Ellipse in 
Folge verhältnismäßiger Abnahme der Längendimension der Kreis- 
form als Grenze und geht für ein unendlich kleines e in die 
letztere über. 

Demnach lässt sich, was später noch präciser gezeigt werden 
soll, der Kreis als Grenzfall der Ellipse auffassen. 

Ist & gleich Null, dann existiert nur der Brennpunkt als Tanne 
der Aufgabe. 


Für ein ge, welches der Einheit nahe liegt, ist die Ellipse sehr 


lang gestreckt. 


Kommt e der Einheit unendlich nahe. ist also ZB: 
e= 09 — 0'999 . 


so fällt der zweite Scheitel B in unendliche Ferne, und die re 
nähert sich der Parabel als Grenze, welche im zweiten Nebenfalle 
ihre Erledigung finden soll. 


8. 4. 
Erster Hauptfall 
Der Brennpunkt liegt außerhalb der Directrix. 
Zweiter Nebenfall. 
Die Charakteristik gleicht der Einheit. 
er. 
MESME =} oder :M#' =: MF. 


Da in diesem Falle (Fig. 4) die Leitstrahlen den Abständen 
von der Directrix gleich sind, so kann man sich die Construction 
der Transversalen ersparen. 


Fig. 4. 


Der Parameter EF ist gleich RF, und der Scheitel A liegt in 
der Mitte der Strecke KF. 

Der andere Scheitel B ist in unendlicher Entfernung zu denken, 
denn die Gerade JE ist zu RF parallel. 

In jeder Parallelen, welche rechts von A zur Directrix geführt 
wird, ergeben sich zwei Punkte M und N der Ourve, wenn man 
mit ihrem Abstande ZR von der Directrix in F einsetzt und sie 
durchschneidet. 

Die Parabel besteht aus zwei Ästen, welche vom Scheitel aus- 
gehen, zur Achse FR symmetrisch liegen und sich ohne Ende von 
einander entfernen. 


a re ers 


9.0. 
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Erster Hauptfall. 
Der Brennpunkt liegt außerhalb der Directrix. 


| Dritter Nebenfall. 
Die Charakteristik übersteigt die Einheit. 
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Für diesen Fall (Fig. 5) construiert man zunächst die Trans- 
versale RVII und erhält mit Hilfe dieser den Punkt Z des Para- 
meters. Zu diesem sucht man den symmetrischen Punkt #‘. 


I 


Die Scheitel A und 5 werden mittels der Linien JE’ und JE 
wie bei der Ellipse construiert; sie fallen jedoch hier auf verschiedene 
Seiten der Directrix. 

In jeder Parallelen, die durch einen außerhalb AB befindlichen 
Punkt Z zur Directrix gezogen wird, findet man zwei Punkte M 
und N, die der Aufgabe genügen. KL ist bekanntlich die Länge 
‚des zu diesen Punkten gehörigen Vectors. 

Der geometrische Ort des gesuchten Punktes besteht diesmal 
aus zwei getrennten Theilen und heißt eine Hyperbel. 

AB wird die Hauptachse, Brennpunktachse oder auch reelle 
Achse der Hyperbel genannt. 

Jeder Hyperbeltheil gliedert sich in zwei Äste, welche vom 
inliegenden Scheitel ausgehen, zur Hauptachse symmetrisch liegen 
und sich ohne Ende von einander entfernen. | 

Je größer & angenommen wird, desto näher rücken die beiden 
Hyperbeltheile an einander und desto steiler stehen die Curven- 
äste zur Achse. 

Für ein unendlich großes &e hat die Hyperbel ein Paar mit 
der Directrix zusammenfallender Geraden zur Grenze. 

Ist & jedoch nur wenig von der Einheit verschieden, dann fällt 
der Scheitel 5 weit nach links. 

Wenn e der Einheit unendlich nahe kommt, also z. B. für 


Bd 0099 


fällt 5 ins Unendliche, und der rechte Theil der Curve hat dann 
eine Parabel zur Grenze, welche ihre concave Seite nach rechts kehrt. 

Die Parabel ist demnach das Bindeglied zwischen Ellipse 
und Hyperbel. 


8. 6. 
Zweiter Hauptfall. 


Der Brennpunkt liegt in der Direectrix. 


Erster Nebenfall. 
Die Charakteristik ist kleiner als die Einheit. 
Baal 7 Be Se 
5 
MF: MP =4:5. 


Wendet man zur Aufsuchung des fraglichen Punktes dasselbe 
Verfahren an wie bisher, so erkennt man beim ersten Versuche 


10 


auch ohne Anwendung der Trans- 
versalen, dass sich die Parallele 
KL (Fig. 6) zur Direetrix undder 
mit dem Radius #4 vom Brenn- 
punkte aus beschriebene Kreis 
nicht schneiden können. Der ge- 
suchte Punkt existiert dahernictt 
in Wirklichkeit; er kann also 
höchstens in der Einbildung be- ı 
stehen und wird deshalb imaginär 
genannt. | 


In gleicher Weise wird auch 
sein geometrischer Ort, über 
welchen nach Erledigung der 

Fig. 6. noch übrigen zwei Fälle durch 
Analogie ein Schluss gezogen 
werden soll, als imaginär bezeichnet. | 


Ne 
Zweiter Hauptfall. 


f 
FR 
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Der Brennpunkt liegt in der Directrix. 


Zweiter Nebenfall. 
Die Charakteristik ist der Einheit gleich. 


Deal 
MF:MP=1; oder MF= MP. 


Die Anwendung der bisher üblichen Methode lässt erkennen, 
dass jede Parallele XL (Fig. 7) zur Directrix von dem zugehörigen 7 
Kreise berührt wird. ag 

Der Tangierungspunkt M hat die im Brennpunkte F zur A 
Directrix errichtete Normale zum geometrischen Orte. Bo. 

Ist &e um unendlich wenig größer als die Einheit, dann liefert 
jeder Kreis zwei unendlich nahe Punkte in der Parallelen, und als 
geometrischer Ort erscheint sodann ein Paar zusammenfallender 
(reraden, welche die Normale FL zur Grenze haben. | 


Wenn aber z um unendlich wenig kleiner ist als die Einheit, 
dann sind die gesuchten Punkte imaginär wie beim ersten Nebenfale. 
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Man sagt nun der Überein- 
stimmung wegen, dass der geo- 
metrische Ort auch in diesem 
Falle ein Paar zusammenfallender 
Geraden vorstellt, welche aber als 
imaginär bezeichnet werden. 
Zwei reelle oder imaginäre 
Gerade, die einen unendlich 
kleinen Winkel einschließen, 
können, bis ins Unendliche ver- 
- längert, daselbst gleichwohl einen 
endlichen Abstand aufweisen. Sie 
werden dann im Unendlichen als 
parallele Gerade oder, streng Fig. 7. 
genommen, als solche auftreten, 
welche die parallele Lage zur Grenze haben. 


8. 8. 
Zweiter Hauptfall. 


Der Brennpunkt liegt in der Directrix. 


Dritter Nebenfall. 


" Die Charakteristik ist größer als die Einheit. 


er Le2.D. 


MF:MP =1:5. 


Hier findet man (Fig. 8) schon bei der Betrachtung zweier 
Punkte M und N, welche ohne Zuhilfenahme der Transversalen 
direct bestimmt wurden, dass ihr geometrischer Ort ein Paar reeller 
Geraden vorstellt, welche sich im Brennpunkte schneiden. 

Ist nämlich M’ ein Punkt der Geraden MF\ so folgert man 
mittels der aus der Figur entnommenen Proportion 


MEIE= MERE— MESMR 735 
leicht, dass auch dieser Punkt der Aufgabe genügt. 


Da dieselbe Eigenschaft allen Punkten der Geraden MF zu- 
kommt, so ist MF ein Theil des geometrischen Ortes. | 


In gleicher Weise zeigt man, dass die Gerade NF den zweiten ie 
Theil des geometrischen Ortes repräsentiert. ee 
Wegen der Symmetrie der Punkte M und N zur Achse En = 
und wegen H/LFL werden 
die Winkel zwischen den beiden 
Geraden MF und NF durch 
die Achse und durch die Di- =, 
rectrix halbiert. % 
Der Parameter ist in diesem 
Falle so wie in den beiden 
vorhergehenden Burn in x. 
gleich Null. ae 
Lässt man & gegen die Ein- 
heit convergieren, so nahen 
sich die Geraden der Achse als 
Grenze. 
Für ein unendlich großes & 
Fig. 8. fallen sie dagegen mit der Di- 
rectrix zusammen. 
Analog der Ausdrucksweise, wie sie den Resultaten der beiden 
letzten Nebenfälle entspricht, kann man nun beim ersten Nebenfalle 
sagen, dass der geometrische Ort auch ein Paar von Geraden ist, 
welche durch den Brennpunkt gehen, aber imaginär sind. 


8. 9. 


Resultate, 


Der Überblick des Vorangegangenen ergibt, dass aus der Lösung 
der gestellten Constructionsaufgabe nachstehende geometrische Orter 


entspringen: 
1. der Punkt, 
2. der Kreis, 
3. die Ellipse, 
4. die Parabel, 
5. die Hyperbel, 
6. zwei sich schneidende, imaginäre Gerade, 
7. zwei parallele, imaginäre Gerade, 
8. zwei zusammenfallende Gerade, 
9. zwei parallele, reelle Gerade und 
10. zwei sich schneidende, reelle Gerade. 
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Wie in der Stereometrie gelehrt wird, lassen sich die obigen 
geometrischen Örter als ebene Schnitte der Mantelfläche eines 
Rotationskegels hervorbringen und heißen aus diesem Grunde Kegel- 
schnittlinien oder schlechtweg Kegelschnitte. 

Da ein Geradenpaar keine besonderen Eigenschaften aufweist, 
so werden in der Folge nur die krummlinigen Kegelschnitte einer 
näheren Betrachtung unterzogen. | 

Die Gestalt eines Kegelschnittes ist nach den vorausgegangenen 
- Entwicklungen bloß von der Größe der Zahl & abhängig. Mithin 
gilt der Satz: 

Zwei Kegelschnitte sind ähnlich, wenn sie dieselbe Charakteristik 
besitzen. 

Als Specialsatz für die Parabel erhält man hieraus: 

Alle Parabeln sind einander ähnlich. 

Sind in ähnlichen Kegelschnitten zwei homologe Linien, z. B. 
die Parameter gleich, so sind auch alle übrigen homologen Linien 
paarweise gleich groß, und die Ähnlichkeit erweist sich als Con- 
gruenz. Demnach besteht der Satz: 

Zwei Kegelschnitte sind congruent, wenn sie dieselbe Churakte- 
ristik und gleiche Parameter besitzen. 

Für die Parabel ergibt sich hieraus der Satz: 

Alle Parabeln von gleichem Parameter sind congruent. 

Im folgenden Capitel sollen die Kegeischnitte mit Hilfe von 
Secanten näher untersucht werden. 

Die Secanten parallel zur Directrix haben bereits bei der 
Construction der Curven ihre Verwendung und Erledigung gefunden. 


Il, Capitel. 
Die Kegelschnitte. 


8. 10. 
Secanten parallel zur Hauptachse. 


Um die Schnittpunkte eines Kegelschnittes mit einer zur Achse 
parallelen Geraden zu ermitteln, bedient man sich mit Vortheil des 
vom Brennpunkte aus mit dem Parameter ZF als Radius beschrie- 
benen Kreises, welcher den Namen Focalkreis führen möge. 
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Wegen BF: FR=e 
ist EF bei der Ellipse kleiner, bei der Parabel gleich und bei der 


Hyperbel größer als FR. Der Focalkreis der Ellipse geht demnach 


an der Directrix vorbei, der Focalkreis der Parabel tangiert die 


Directrix im Punkte R, und der Focalkreis der Hyperbel schneidet 


die Directrix in zwei zur Achse symmetrischen Punkten. 

Sollen die gemeinsamen Punkte der Geraden PQ (Fig. 9) und 
des Kegelschnittes bestimmt werden, so verbindet man den in der 
Direetrix befindlichen Punkt P mit dem Brennpunkte F und zieht 


Fig. 9. 


durch R die Parallele zur Geraden PF. Diese Parallele schneidet 
‚den Focalkreis im allgemeinen in zwei Punkten M’ und NM. 
Verbindet man M’ und N’ mit dem Brennpunkte, so liefern 


{ ‚ oh) 
N n Kr £ 
er ee 5 % ir | nz S 7 2 y a. RR NUR AR Mi. ei Rz 
u te Wr el u 0> 4 “€ u a er > 0% ad ya VArene, 


die Verlängerungen von M‘F und N‘F die Leitstrahlen der gesuchten 


Punkte M und N. 


Die Begründung der Construction ergibt sich z. B. für M, 


wie folgt. 
Wegen PF | RM’ ist 
A MFPCSDAEFMR. 
Vermöge dieser Ähnlichkeit besteht die Proportion 
MF:MP = FM‘: FR. 


Da aber FM‘ und EF als Radien des Focalkreises gleich sind, 
so geht die vorige Proportion über in 
MF: MP= EF:FR. 

Das Verhältnis zur Rechten gibt aber gemäß Voraussetzung 
die Charakteristik zum Quotienten, und man erhält daher schließlich : 
MREMR ==. 

Dieses Resultat drückt aus, dass M der Fundamentalbedingung 
genügeleistet und deshalb ein Punkt des Kegelschnittes ist. 

Analog findet man, dass sich auch der Punkt N in der Curve 
befindet. 


Fig. 10. 


Die Construction gestattet noch eine wesentliche Verein- 
fachung, wenn man die Eigenschaft des Schnittpunktes Y der beiden 
Geraden PQ und RM’ benutzt. Dieser Punkt hat für alle Lagen von 
PQ denselben Abstand von der Directrix, denn YP und RF sind als 
Gegenseiten des Parallelogrammes YPFR einander gleich. Aus diesem 
Grunde hat der Punkt Y die in der Entfernung RF zur Directrix 
parallel gezogene Gerade VW als geometrischen Ort, welche wegen 
ihres merkwürdigen Verhaltens Begegnungsachse heißen möge. 

Verlängert man PQ bis zum Schnittpunkte Y mit der Begegnungs- - 
achse, so liefert YR die Secante M’N’ ohne Vermittlung von PF. 

Bei der Parabel findet man (Fig. 10) die Schnittpunkte 7 
und N einer zur Achse parallelen Geraden PQ genau nach der so- 
eben an der Ellipse erläuterten Methode. 
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: Nur fällt u Punkt NE in inandliche® Entfernung “= 5 
Re ren Kreispunkt N’ mit & zur Deckung Eee und 1a 


Eee beiden und M und N der Secante PQ auf ver- 
schiedene Seiten der Directrix zu nn kommen. | 


8.11. | 
Culminationspunkte. 


i Fig. 9 gestattet. noch einen interessanten Übergang von einer 
$ _Ellipsensecante zur Tangente. Verschiebt man die Secante PQ 
parallel zu sich selbst nach aufwärts, so dreht sich die Gerade Ein 
3 YR nach rechts, und die Kreispunkte M‘ und N‘ sowohl als auch S 
die entsprechenden Ellipsenpunkte M und N rücken immer näher 
an einander. Sie fallen zusammen, wenn die Gerade YR Ei 

‚Focalkreis berührt. Die Gerade PQ wird dann zur Tanganias 2 


Fig. 12 zeigt das Resultat des Grenzüberganges. 


in Bezug auf die Hauptachse die größte Höhe besitzt. 
| Symmetrisch zu C' erhält man den Punkt D, welcher im Gegen- 
satze zu © der untere Culminationspunkt genannt wird. | 
| - Jede Gerade, welche oberhalb € oder unterhalb D zur Haupt- 
= Else parallel gezogen wird, liefert keine reellen Schnittpunkte mehr 


3 


2 ‚und geht an der Ellipse vorbei. 


H 


BZ Asa, 


Weil die Kreistangente YR zum Radius M‘F des Berührungs- 
-  punktes normal ist, so ist auch die Parallele PF zu YR senkrecht 
zur Verlängerung MF von M/F. 

r Das Tangentenstüick MP vom DBerührungspunkte bis zur 
- Directrix wird also vom Brennpunkte aus unter einem rechten 
Winkel gesehen. | 
Diese Beziehung ist, wie später gezeigt werden soll, einer 
Verallgemeinerung fähig. 

Wollte man (Fig. 10) die Culminationen der Parabel auffinden, 
so müsste man von AR aus die Tangenten an den Focalkreis legen. 
Diese fallen aber in der Directrix zusammen und liefern in der 
Begegnungsachse einen unendlich fernen Punkt Y. Die zur Achse 


Breuer, Constr, Geometrie d. Kegelschnitte. 9 


M=N=C heißt ein Culminationspunkt der Ellipse, weil er | 
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parallelen Tangenten der Parabel liegen demnach im Unendlicher 
sowie die bezüglichen Culminationspunkte. a 

Bei der Hyperbel (Fig. 11) kann eine zur Achse parallele ER. 
Secante nie zur Tangente werden, weil der Punkt R im Innern 
des Focalkreises liegt und deshalb die durch ihn an den Kreis u 
legenden Tangenten unmöglich sind. Ehe 

Man könnte allenfalls von imaginären Culminationen dr 
Hyperbel reden. | 


8.12. 
Secanten durch den Brennpunkt. 


a, REN! yahN 
a Rraıe li Er 2 Se vi 
u, rn A ER A DE 


Um die Schnittpunkte der durch den Brennpunkt zehendn nn 
Geraden TU (Fig. 13) mit dem Kegelschnitte zu erhalten, verbindet 
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Fig. 13. 


man die darin befindlichen Punkte M’ und N’ des Focalkreises mit 
dem Achsenpunkte R und verlängert die Verbindungslinien bis zu 
den Punkten Y und Z der Begegnungsachse. Die durch 7 und Z 
parallel zur Achse gezogenen Geraden YP und ZQ liefern die 
fraglichen Schnittpunkte M und N. Eu 
Die Begründung dieser Construction ist schon in jener mit 
enthalten, welche in $. 10 für die Bestimmung der Schnittpunkte 
einer Parallelen zur Achse gegeben wurde. | 
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Bei der Ellipse erhält man für jede Secante zwei im Endlichen 
- befindliche Schnittpunkte. 
- Bei der Parabel ist dies auch der Fall, nur macht die Achse 
selbst eine Ausnahme, da sie außer dem Scheitel noch einen 
unendlich fernen Schnittpunkt liefert. | 

Bei der Hyperbel sind drei Fälle zu scheiden 

| -- Schneidet die Brennpunktsecante den Focalkreis in rechts von 

der Direetrix gelegenen Punkten, so wird nur der rechte Hyperbel- 

- theil geschnitten. Die Schnittpunkte zeigen dasselbe Verhalten wie 
der Punkt M in Fig. 11. 

Liegen aber die Schnittpunkte der Geraden mit dem Focal- 
kreise auf verschiedenen Seiten der Directrix, so werden beide Theile 
der Hyperbel geschnitten. Der eine Schnittpunkt verhält sich wie 
M und der andere wie N in Fig. 11. 

Der dritte und letzte Fall soll im folgenden $. behandelt werden. 


8.13. 
Unendlich ferne Punkte. 


Geht eine Brennpunktsecante TU der Hyperbel (Fig. 14) durch 
N =T, einen der gemeinsamen Punkte des Focalkreises und der 


Y 
Ze] 2 


" 


Fig. 14. 


£ - Directrix, dann ist nur ein Schnittpunkt M der Secante im Endlichen. 
Der andere befindet sich in unendlicher Entfernung. 
. 9% 


%; ne 
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Der zum Punkte N’ gehörige Punkt Z der De 


liegt auf der Geraden N’R, und da diese mit der ersteren parallel 
- ist, im Unendlichen. Deshalb ist auch der entsprechende Punkt N 
unendlich weit. 


Da der Focalkreis mit der Directrix außer T ner den Punkt T : = ä 
gemein hat, so gibt es noch eine zweite Brennpunktsecante T. Ge > 


welche außer einem im Endlichen gelegenen Schnittpunkte noch einen 
unendlich fernen liefert. 


Die beiden Secanten TU und 7, U, liegen zur Achse symmetrisch. ei 


Bei der Parabel hat der Focalkreis mit der Direetrix bloß den 
Berührungspunkt Z% gemein. Die Secante RF ist zugleich die Achse 
und gibt außer dem Scheitel noch einen unendlich fernen Punkt. 


Bei der Ellipse gibt es keine unendlich ferne Punkte, weil = 


. der Focalkreis an der Directrix vorbeigeht. 


Es könnte allenfalls von imaginären Ellipsenpunkten gesprochen - 5 


werden, welche im Unendlichen liegen. 


g. 14. 


Allgemeine Secanten. 


Sollen die Schnittpunkte der beliebig gezogenen Secante Tue 


(Fig. 15) mit irgend einem Kegelschnitte bestimmt werden, so 


nimmt man in derselben einen beliebigen Punkt M an und zieht 2 


durch diesen die Parallele zur Directrix. 

Die Parallele hat mit der Transversalen den Punkt X gemein, 
welcher die Ordinate XL und die Abseisse LR besitzt. Nach Früherem 
besteht für X die Beziehung: 


KL:IRZe yo... 28 


Behufs Erzielung größtmöglichster Genauigkeit empfiehlt es | 
sich, den Punkt M so zu wählen, dass die Ordinate XZ eine beträcht- = 


liche Länge erhält. 
Sodann beschreibt man mit dieser Ordinate als Radius von Mm 


aus den Kreis. Verbindet man den Schnittpunkt 7 der Secante und = 


der Directrix mit dem Brennpunkte F, so hat die Gerade TF mit 


dem Kreise im allgemeinen zwei Punkte A, und , gemein. De = I 
Punkte verbindet man mit M, zieht vom Brennpunkte aus die 


Parallelen zu 477, und MF, und erhält in den Schnittpunkten M 


nud Mas dieser Linien mit der Secante die gesuchten Punkte. 


2 


Um diese Construction z. B. für den Punkt M, zu begründen, 


E ziehe man die Geraden MP, MP und AR, parallel zur Achse 
_ und beachte, dass die hiedurch entstandenen Trapeze M,FRP, und 


MF,R,P einander ähnlich sind. Zufolge dieser Ähnlichkeit besteht 


die Proportion: 


-  Proportion über in 


M,F:M,P, = MF,:MP. SE a DE Er re 2) 
z et 


Weil aber gemäß Construction MF} = KL ist und weil nach 
der Figur MP und ZR einander gleich sind, so geht die obige 


NERZM; Bi KLSIREFS Reed 
Aus en und 3) folgt schließlich 
MEREMLPI I EN re Re re 


woraus man erkennt, dass M, ein Punkt des Kegelschnittes ist. 
Ebenso findet man auch, dass M, in der Curve liegt. 
Jene Hyperbelsecanten, welche zu den Vectoren der unendlich 


fernen Punkte parallel sind, liefern nur einen im Endlichen liegenden 


Schnittpunkt. 
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Um die Lage einer Geraden zum Kegelschnitte in der Folge 
auch ohne Zuhilfenahme der Zeichnung beurtheilen zu können 
verlohnt es sich, aus Fig. 15 ein Kriterium für die Secanten 
abzuleiten. 


Aus 2) und 4) ergibt sich 8 
ME:MP=e 2 
Fällt man von M aus das Perpendikel MF, zum Leitstrahle 
TF des in der Directrix befindlichen Secantenpunktes 7, so ist 

| MF, < MR, 
als Kathete gegenüber der Hypotenuse. 
Dividiert man diese Ungleichheit durch die Identität 


VE=EMP, 
so resultiert: MF, MF, 
MP = MP 
und mit Bezug auf 5) schließlich 
MF; 
MP =: 


Dies gibt den Satz | 

Für jeden Punkt einer Secante ist das Verhältnis seiner Per- 
pendikel zum Leitstrahle ihres Directricpunktes und zur Direcrix 
kleiner als die Charakteristik. | 

Die Umkehrung dieses Satzes, deren Giltigkeit auf indirectem 
Wege leicht nachweisbar ist, liefert das gewünschte Kriterium. 


8. 15. 
Tangenten. 


Dreht man die Secante TU in Fig. 15 um den Punkt 7 z.B. 
nach links, so rücken (von einer bestimmten Lage der Secante > 
angefangen) die beiden Schnittpunkte M; und M, immer näher an 
einander und fallen endlich zusammen. Die Secante wird in dieser Be: 
Grenzlage zur Tangente. ER 

Um einen zweiten Punkt der Tangente zu erhalten, zieht man 
(Fig. 16) zu TF im Abstande KXZ die Parallele 7’F‘; der Schnitt- 
punkt M’ dieser Parallelen und der Ordinate XZ ist dann ein Punkt 
der Tangente, denn der von ihm mit XZ als Radius beschriebene Bi 
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Kreis tangiert die Gerade TF. Für den Punkt M‘ sowohl wie für 
jeden anderen Punkt der Geraden 7’M’ fallen die Schnittpunkte A, 
und 7, des mit der entsprechenden Ordinate KL beschriebenen 
Kreises und der Geraden 7’F zusammen. 


Weil M’F, als Radius des Berührungspunktes zur Kreis- 
tangente 7’F normal ist, so ist auch die Parallele MıF zu dieser 
Geraden senkrecht auf 7’F. 


SL, 
FR 

5“ 

—n 


Fig. 16. 


Demnach besteht der Satz: 


Das Tangentenstück MıT zwischen dem Berührungspunkte und 
der Directrix wird vom Brennpunkte aus unter einem rechten Winkel 
gesehen. 


Diese Eigenschaft ist an den Culminationstangenten der Ellipse 
in 8. 11 bereits hervorgehoben worden. 


Um in einem gegebenen Kegelschnittspunkte Mı die Tangente 
zu legen, errichtet man auf den Leitstrahl M,F die Senkrechte im 
_ Brennpunkte und verlängert diese bis zur Directrix. Der erhaltene 
Schnittpunkt 7’ ist dann ein zweiter Punkt der gesuchten Tangente. 


SR 
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Für die Tangente in dem Endpunkte E eines Pre 2. 


(vergl. Fig. 2) ergibt sich aus der allgemeinen Tangentoneigen GE i = 


leicht, dass sie durch den Achsenpunkt R der Directrix geht und 
sich demnach mit der bei der Construction der Curve benützten 
Transversalen deckt. 


Die Tangenten in den Hauptscheiteln sind zur Achse normista 
Sind eine Tangente, ihr Berührungspunkt M, und der Brenn- = 


punkt gegeben, so findet man den in der Tangente gelegenen Punkt 
T der Directrix, indem man zu MıF in F die Normale errichier 
und mit der Tangente zum Schnitte bringt. 


Mithin ist die Directrix im allgemeinen aus zwei Tangenten, 
ihren Berührungspunkten und dem Brennpunkte bestimmbar. 


Wegen MR = KL und MP’—= LE ergibt sich die Proportion e: £ 


MIN :MPZZRLELDR. 
Das Verhältnis zur Rechten hat aber bekanntlich den Wert z, 
und daher ergibt sich schließlich: 
MF.:MP=.e. 
Deshalb besteht der Satz: 
Für jeden Punkt einer Tangente ist das Verhältnis der von ihm 


auf den Vector des Directricpunktes und auf die Directrix gefällten : 3 


Perpendikel gleich der Charakteristik. 


Durch die Umkehrung dieses Satzes erhält man ein Kriterium 


für solche Gerade, die den Kegelschnitt berühren. 


Selbstredend konnte man in Fig. 15 auch durch Rechtsdrehung. 
der Secante TU auf eine Tangente übergehen. 


8. 16. 


Kriterien für die Lage einer Geraden zum 
Kegelschnitte. 


Dreht man die Tangente 7’U in Fig. 16 nach links, dann hat 
sie mit dem Kegelschnitte keine reellen Punkte mehr gemeinsam 
und geht also an dem letzteren vorbei. Die Schnittpunkte werden in 
diesem Falle als imaginär bezeichnet. 


Der von einem Punkte M“ (Fig. 17) der Geraden mit der 


zugehörigen Ordinate XL der Transversalen beschriebene Kreis 
geht an TF vorbei. | 
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Mithin erhält man den Satz: ER 
Für jeden auf einer an dem Kegelschnitte vorbeigehenden Graden 
‚liegenden Punkt ist das Verhältnis der von ihm auf den Vector ds 
Directrispunktes und auf die Direetrix gefällten Perpendikel größer 
als die Charakteristik. = 

Kehrt man diesen Satz sowie die analogen Sätze über die 
Secante und Tangente in S. 14 und 15 um, so ergeben sich für die 
Lage einer Geraden zum Kegelschnitte nachstehende Kriterien: 

Eine Gerade schneidet den Kegelschnitt, berührt ihn oder geht 
an demselben vorbei, je nachdem das Verhältnis der von einem ihrer 
Punkte auf den Vector des Directriepunktes und die Directrix gefällten 
Perpendikel kleiner, gleich oder größer ist als die Charakteristik. Ber 


Die” 2 


Sa 
Tangenten-Beziehungen. 


Sind von dem Direetrixpunkte 7 (Fig. 18) an den Kegelschnitt - 
die beiden Tangenten zu legen, so zieht man den Leitstrahll TF 
und construiert parallel zu diesem Tangenten an den Focalkreis. 

Diese Tangenten schneiden den verlängerten Parameter EF in 
den Punkten Y‘ und Z“. 

“  Vermöge ihrer Construction haben diese Punkte vom Yan 
TF des Directrixpunktes 7 den Abstand EF und von der Dr 
die Entfernung F'R. Nun ist aber bekanntlich i 

EHF=ER 5 | Rn 
und den Punkten Y‘ und Z‘ kommt also das Perpendikelverhältnise 
zu. Aus diesem Grunde sind aber TY’ und 7TZ‘ Tangenten des 
Kegelschnittes. 

Ihre Berührungspunkte M und N liegen in der zu 7F normalen 
Brennpunktsecante, welche zugleich die Berührungspunkte M’ und N’ 
der Kreistangenten liefert. 

Da der Punkt 7 gemäß Construction in gleichen Abständen 
von den beiden Kreistangenten liegt, wird jede durch 7 gezogene, 
von den beiden Parallelen Y‘N‘ und Z‘M‘ begrenzte Streckein 7 
halbiert. Demnach ist 


FT TIsUnd KbenlZ, 
woraus folgt, dass das Viereck Y’Z’YZ ein Parallelogramm ist. 


YZ ist als Gegenseite von. Y’Z‘ zu dieser Geraden-und deshalb 
auch zur Directrix parallel. 


BE ee En 1 r 
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YZ und Y’Z' haben als Gegenseiten des Parallelogrammes 
von dessen Centrum 7 gleichen Abstand. Deshalb besitzt YZ 
- die Distanz RF von der Direetrix und deckt sich mit der von früher 

her bekannten Begegnungsachse VW. 
Da die Kegelschnittstangente des Punktes M mit der Kreistangente 
des auf demselben Vector liegenden Punktes N’ für alle Lagen des 
Vectors einen Punkt Y‘ des verlängerten Parameters V‘W‘ gemein 
hat, so möge diese Gerade die zweite Begegnungsachse heißen. 


Ze 


/ 
NR 


! 


Fig. 18. 


Weil der Punkt 7, der Kreistangente M’Y die Mitte von YZ’ 
vorstellt und weil vermöge der Construction die Punkte Y‘ und Z 
in gleichen Entfernungen von F liegen, so ist die Gerade FT}, zur 
Kegelschnittstangente MY parallel. | 

In gleicher Weise erkennt man, dass 75#' parallel zu NZ 
gelegen ist. 

Diese Beziehungen geben ein Mittel an die Hand, jene Tan- 
genten eines Kegelschnittes aufzusuchen, welche zu einer gegebenen 
Geraden parallel sind, und werden später in diesem Sinne Ver- 
wertung finden. 


Der Kegelschnitt als Enveloppe seiner Tangenten. 


Die Resultate des vorigen 8. leiten auf eine äußerst primitive 
Construction eines Kegelschnittes hin. 

Zieht man (Fig. 19) an den Focalkreis zwei parallele Tangenten, 
so erhält man in den Schnittpunkten Y und Y‘ derselben mit den 
beiden Begegnungsachsen Punkte einer Kegelschnittstangente. 


Zu RE Ta 


| Ihr Berührungspunkt M liegt auf der normal zu den Kreis- 
‚tangenten gezogenen Brennpunktsecante, welche auch die Be- 
rührungspunkte M’ und N’ der Kreistangenten enthält. RR 
Verbindet man die homologen Punkte Z und Z‘ der Kreis- = 
tangenten, so ergibt sich eine zweite Tangente mit dem Berührungs- RT Er 
punkte N, welcher M gegenüber liegt. ER 
Selbstverständlich könnte man bei der Construction auch den 
_ Directrixpunkt T in TFLMN (vergl. Fig. 18) verwenden, würde 2 
aber bei der Benützung von 7’ und Y oder von 7 und % ’ wegen 
des geringeren Abstandes nur die halbe Genauigkeit erzielen. | 
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Deshalb verwendet man den Punkt 7 nur bei solchen Tan- 
genten, deren Punkte in der ersten Begegnungsachse über die Grenzen 


- der Zeichenfläche hinausfallen. 


Fällt auch 7 außerhalb des Blattes, dann sucht man die Punkte 
M und N als Schnittpunkte der Secante M’N’ nach 8. 12 (Fig. 13) 
direct auf und zieht dann die Tangenten MY‘ und NZ‘. 
| Unter Umständen leisten auch die Linien 7,F und T3F (vergl. 


Fig. 18) gute Dienste, da sie nach $. 17 zu den Tangenten MT und 
NT parallel laufen. 


Für die Scheiteltangenten fallen sowohl die angänleunnnr 
in den Begegnungsachsen, als auch die Tangentenpunkte in der 
Directrix in unendliche Weite, und deshalb müssen die Scheitel nach 
8. 3, Fig. 2 direct bestimmt werden. 

In der obigen Construction treten die Kegelschnitte als ein- 


_- hüllende Curven ihrer Tangenten auf. Sie sind geometrische Örter 


einer Geraden, welche in Bezug auf ihre Lage zur Directrix und 
zum Brennpunkte einem gegebenen Gesetze folgt, und hätten auch 


als solche sofort durch die Lösung nachstehender Fundamental- 


Aufgabe gefunden werden können. 

Es ist eine Gerade so zu suchen, dass das Verhältnis der 
Perpendikel aus jedem Punkte derselben zum Vector ihres Directrix- 
punktes und zur Directrix einen constanten Wert hat. 

Die doppelte Auffassung der Kegelschnitte als geometrische 
Örter von Punkten und Geraden wird als Dualitätsprincip bezeichnet. 


8. 19. 
Asymptoten. 


Sucht man zu dem unendlich fernen Punkte N der Hyperbel 
in 8. 13, Fig. 14 nach der im vorigen $. erläuterten Methode die 
Tangente, so findet man (Fig. 20) die Gerade ZZ’. 

Diese Tangente läuft zu dem Vector N‘F des unendlich fernen 
Berührungspunktes N parallel und heißt eine Asymptote. 

Der Symmetrie wegen existiert noch eine zweite Asymptote 
Z1Z4‘, welche mit der ersten in einem Punkte O der Achse zu- 
sammentrifft. 

Die unendlich fernen Punkte einer Asymptote können in jeder 
der beiden, einander entgegengesetzten Richtungen gedacht werden, 


Eiche in der Asymptote vereinigt sind. 


Demnach tangiert eine Asymptote beide Theile der Hyperbel. 


Die Betrachtung der Figur ergibt ohne weiteres, f: die 
Asymptoten unter allen Hyperbeltangenten die, geringste Neigung 
gegen die Hauptachse besitzen. 


- Hyperbeltangenten von bektirämter Richtung gebührend EN ; 
genommen werden, widrigenfalls man Gefahr läuft, eine Richtung zu 
wählen, für welche gar keine reellen Tangenten Sr e 


V 


Ya n / m\ 


Stehen die Asymptoten zu einander normal, dann heißt die 
Hyperbel eine gleichseitige. REN 
Die Asymptotenneigung einer gleichseitigen Hyperbel a 
die Achse beträgt 45°. Hieraus findet man (vergl. $. 78, 6‘) für die 
Charakteristik den Wert rom ; 


Alle gleichseitigen Hyperbeln sind einander ähnlich. | 


8. 20. 
Doppel-Tangenten. 


die eine durch den Punkt X der Begegnungsachse geht, so ergibt 
‚Sich eine durch X gehende Kegelschnittstangente X R 


BT 


Weil der Punkt Z’ der Kreistangente gemäß Construction zum 
Punkte Y‘ der Kegelschnittstangente XY’ symmetrisch liegt, so 
‚deckt sich diese Kegelschnittstangente mit der zweiten von X aus 
gelegten Kreistangente XZ‘, welche ja zur ersten Kreistangente 
ebenfalls symmetrisch ist. 

Analoges gilt bezüglich der Kegelschnittstangente XZ“. 


? Y v N 


Mithin existieren zwei durch X gehende Tangenten, welche 
sowohl den Focalkreis als auch den Kegelschnitt berühren; man 
nennt sie Doppeltangenten. 

Bei der Ellipse und Parabel gibt es immer zwei Doppeltangenten. 

Von den Hyperbeln haben nur jene mit dem Focalkreise zwei 
Tangenten gemein, deren Charakteristik kleiner als 2 ist. 
| Eine Hyperbel mit der Charakteristik 2 besitzt bloß eine 
Doppeltangente, welche durch den zweiten Scheitel B geht. 

Hyperbeln von größerer Charakteristik als 2 haben keine 
reellen Doppeltangenten mit dem Focalkreise. | 


8. 21. 


Tangenten von bestimmter Richtung. 


Sollen die Kegelschnittstangenten parallel zu einer gegebenen 
Geraden RS (Fig. 22) gefunden werden, so zieht man durch den 


Sodann legt man von T, aus an an Focllrun die Tanz 


ec» und 7,N’ und verlängert diese bis zu den’ ne 
und Z aut der Begegnungsachse. | 


< und N'F. 

Die Begründung dießer Construction ist schon in 8 m us 
er 18 entwickelt worden. | 
Fällt einer der beiden Punkte Y und Z außerhalb der Zei 

er © Bäche, so benützt man die entsprechenden Punkte ” 2 und ZE 

Si zweiten Begegnungsachse (vergl. Fig. 19). | en: 

Liegen auch diese Punkte nicht innerhalb der Blattgrenzen 

"80 sucht man die Berührungspunkte M und N direct in den Schnit ten. 


a 


der verlängerten ne aus MF und NF ir der Curı 
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und zieht dann durch die erhaltenen Punkte die zu RS parallelen 
Tangenten. 

Bei der Ellipse erhält man für jede beliebige Richtung zwei 
Tangenten. : 

Von den beiden Parabeltangenten parallel zu einer gegebenen 
Geraden fällt immer eine in unendliche Entfernung. 

Bei der Hyperbel ergeben sich nur dann zwei Tangenten, 
wenn die gegebene Gerade eine größere Neigung gegen die Achse 
hat als die Asymptoten. 

Hat die gegebene Gerade die Richtung einer Asymptote, dann 
fällt der Punkt 7; in die Peripherie des Focalkreises, und man erhält 
bloß eine Tangente des Kreises und daher auch nur eine Kegel- 
schnittstangente, nämlich die betreffende Asymptote selbst. 

Schließt die gegebene Gerade mit der Achse einen kleineren 
Winkel ein als die Asymptoten, so sind die Tangenten unmöglich; 
denn der Punkt 7, fällt dann innerhalb des Focalkreises, und es 
sind demgemäß keine Focalkreistangenten durch 7, möglich. 

Man könnte in diesem Falle höchstens von imaginären Hyperbel- 
tangenten sprechen. 

Fig. 22 ergibt noch einen Specialfall eines später zu behan- 
delnden allgemeinen Brennpunktsgesetzes. 

Da die Winkel M’FT, und N’FT, nach einem bekannten Satze 
aus der Kreislehre einander gleich sind, so sind auch ihre Scheitel- 
winkel MFJ und NFJ gleich. 

Daher besteht der Satz: 

Der Winkel zwischen den Vectoren der Berührungspunkte zweier 
paralleler Tangenten wird durch den in der Tangentenrichtung ge- 
zogenen Vector halbiert. 


0:29; 
Tangenten durch einen gegebenen Punkt. 


Die Tangenten durch einen gegebenen Punkt M (Fig. 23) 
findet man in folgender Weise: 

Man nimmt die Ordinate KL jenes Punktes der Transversalen 
in den Zirkel, welcher mit M gleiche Abseisse hat, und beschreibt 
damit von M aus den Kreis. 

Sodann legt man vom Brennpunkte aus an diesen Kreis die 
Tangenten FF, und FF, und markiert die Schnittpunkte 7; und 7% 
derselben mit der Directrix. 


Breuer, Constr. Geometrie d. Kegelschnitte, 3 
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Die Verbindungslinien MT; und MT, sind schon die verlangen 
Tangenten. Ihre Berührungspunkte liegen in den beiden Normalen, 
die im Brennpunkte zu den Vectoren 7}F und 73F errichtet wurden. 

Wenn 7; und 7; außerhalb der Blattgrenzen, mit M zusammen 
oder zu nahe an M fallen, dann hat man nur nöthig, die Schnitt- 


W F % 


N 


ara er, 
ee 


Fig. 23. 


punkte M, und M; der zu den Kreistangenten FF} und FR nor- 

malen Vectoren nach der Methode des 8. 12, Fig. 13 direct zusuchen. 
MT, ist eine Kegelschnittstangente, weil für den Punkt MV und 

daher auch für jeden Punkt dieser Linie das Verhältnis der Per- 


pendikel zum Vector des Directrixpunktes und zur Directrix, der 
Construction zufolge, gleich der Charakteristik ist. 


Aus demselben Grunde ist auch M7; eine Kegelschnittstangente. 5 
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Wegen MFA=KL und MP=LR ist 
MESSE En. 2,30 RC) 
Entnimmt man aus dem rechtwinkligen Dreiecke MF\F die 


Ungleichheit MF MAF,, 


und dividiert man dieselbe durch die Identität 


MP=MP, 


so folgt MF MF, 


MP = MP 
und mit Bezug auf 1) schließlich: 
MF 
MP 
Diese Ungleichheit gilt für jeden Punkt, von welchem sich an 


den Kegelschnitt zwei Tangenten legen lassen. 
Man nennt solche Punkte außerhalb der Curve befindlich. Sie 


liegen in jenem Theile der Ebene, welcher von der convexen Curven- 


seite begrenzt ist und keinen Brennpunkt enthält. 

Mithin besteht der Satz: 

Für jeden außerhalb des Kegelschnittes liegenden Punkt ist das 
Verhältnis des Vectors zum Abstande von der Directric größer als die 
Charakteristik. | 

Da dieser Satz, wie man sich durch indirecte Schlussweise 
leicht überzeugen kann, auch in seiner Umkehrung gilt, so enthält 
er zugleich das Kriterium für außerhalb der Curve gelegene Punkte. 

Jeder in der Curve befindliche Punkt M genügt bekanntlich 
der Fundamental- Bedingung 

MF 
MP 


ze 


Demnach gilt der Satz: 

Für jeden in dem Kegelschnitte liegenden Punkt ist das Ver- 
hältnis des Vectors zum Abstande von der Directrix gleich der Charak- 
teristik. 

Der von 3/ aus mit der entsprechenden Ordinate KL der 
Transversalen beschriebene Kreis geht durch den Brennpunkt. 

Man erhält in diesem Falle bloß eine Kreistangente und in 


Folge dessen auch nur eine Tangente des Kegelschnittes. 
3*+ 


Eu 
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8,2283 
Kriterien für die Lage eines Punktes zum 
Kegelschnitte. 


Liegt der gegebene Punkt M (Fig. 24) innerhalb des Kegel- & 
schnittes, dann befindet sich der Brennpunkt innerhalb des von M 
aus mit der entsprechenden Ordinate XL der Transversalen beschrie- 


.benen Kreises. 


Die von F aus an diesen Kreis zu legenden Tangenten sind 
in diesem Falle unmöglich, und deshalb sind auch die bezüglichen 
Kegelschnittstangenten imaginär. 


{ 


K 
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EEE 

Be BE 
x = 
ARTE N 1 
& 
ey 
EN ee 
Fig. 24. 


Wegen MA =KL und MP=LE ist 


MF, SM PEN SE ORDER 1) 
Aus der Figur ergibt sich unmittelbar 
MF< MF.. S* 
Dividiert man dies durch die identische Gleichung >; 
MP= MP, 
so erhält man weiter 
MF MF, \ 
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und mit Rücksicht auf 1) schließlich: 


MF 
MP Kae, 

Daher gilt der Satz: 

Für jeden innerhalb des Kegelschnittes befindlichen Punkt ist das 
Verhältnis des Leitstrahles zum Abstande von der Directrix kleiner als 
die Charakteristik. 

Kehrt man diesen Satz sowie die vorangegangenen analogen 
Sätze in $. 22 um, so ergeben sich für die Lage eines Punktes zur 
Curve nachstehende Kriterien: 

Ein Punkt liegt innerhalb, in oder außerhalb der Curve, je nach- 
dem das Verhältnis seines Vectors zu seinem Abstande von der Directrix 
kleiner, gleich oder größer ist als die Charakteristik. 

Für die Parabel erhalten die obigen Kriterien die specielle 
Fassung: 

Ein Punkt Liegt innerhalb, in Seen außerhalb der Parabel, je 
nachdem sein Leitstrahl kleiner, Gleich oder größer ıst als sein Abstand 
von der Directrix. 


8. 24. 
Das erste Brennpunktsgesetz. 


Die Fig. 25 bietet noch Gelegenheit, den in $. 21 abgeleiteten 
Satz zu verallgemeinern. 
Da die Winkel M,FR und MsFF, als Normalwinkel gleich 
- sind, so geben sie mit den nach der Kreislehre gleichen Winkeln 
FsFM und F,FM die gleichen Summen 


X MFM=X M;FM. 


Dieses Resultat enthält den Satz: 

Der Winkel zwischen den Vectoren der Berührungspunkte zweier 
Tangenten wird durch den Vector des Schnittpunktes der letzteren 
halbiert. 

Sind die Tangenten parallel, so hat der Vector ihres unendlich 
fernen Schnittpunktes die Tangentenrichtung, und man erhält aus 
dem obigen Satze den vorhin citierten Specialfall. 

In dem ersten Brennpunktsgesetze ist das Mittel enthalten, aus 
zwei Tangenten und dem Berührungspunkte einer derselben mit Hilfe 
des Brennpunktes den Berührungspunkt der anderen Tangente auf- 


 zusuchen. 


Die Parabel ee einen in Ne Richtung der Achse geleg 
unendlich fernen Punkt. 

Die Tangente in diesem Punkte ist zur Achse normal und | 
deshalb. ganz in unendlicher Ferne. | 


der Vector des unendlich fernen 


ee ED a ee ee a 


Ist daher M,U, (Fig. 26) eine Parabeltangente mit dem Be- 
rührungspunkte M,, so hat sie mit der unendlich fernen Tangente 
den unendlich fernen Punkt M 
gemeinsam, dessen Vector KF 
zu M,ÜU, parallel ist. 

Macht man den Winkel LFK 
‚gleich M,FK, so ist nach dem 
ersten Brennpunktsgesetze IF 


Berührungspunktes M, der un- 
endlich fernen Tangente. 

Mithin ist ZF die Achse der 
Parabel. | 

Der Directrixpunkt 7; der 
Tangente M,U, wurde nach 8.15 
mittels #7} | MıF' construiert, 
und sodann wurde die Direetrix 
normal zur Achse LF gezogen. 

Man kann den Directrixpunkt 
R auch durch die Übertragung | 
des Vectors M,ıF nach ZLR er- 
halten, wofern M,ZL normal zur Fig. 26. 
Achse LF gefällt ist. 

Aus dem Brennpunkte und der Directrix ist die Parabel nach 
- 8. 4 leicht construierbar. 


8. 26. 


Construction der Hyperbel aus dem Brenn- 
punkte, einer Asymptote und einer Tangente 
oder einem Punkte. 


Ist MW (Fig. 27) eine Asymptote der Hyperbel und MX eine 
Tangente, so ist: der Vector JF des unendlich fernen Berührungs- 
punktes M, der Asymptote zur letzteren parallel. 

Mithin findet man den Berührungspunkt M,; der Tangente nach 
dem ersten Brennpunktsgesetze, indem man den Winkel JFM nach 
M; FM überträgt. 

Die Directrixpunkte 7; und 7, der Asymptote und der Tan- 
gente ergeben sich nach $. 15 dadurch, dass man 7,FLJF und 
Tri MsF errichtet. Ä 
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Fällt man von dem Hyperbelpunkte M, die Normale M;P; 

zur Directrix 7,75, so liefert das Verhältnis 
MF __ 
M;P; Er 


den Zahlenwert der Charakteristik. 
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Fig. 27. 


Aus der Directrix, dem Brennpunkte und der Charakteristik 
ist aber die Hyperbel HR $. 5 bestimmt. 

Wenn anstatt der Tangente MX ihr Berührungspunkt M; 
gegeben ist, so findet man den Punkt M dieser Tangente nach dem 
ersten Brennpunktsgesetze, indem man den Winkel JFM3 halbiert. 
Alsdann verfährt man wie vorhin. 


8. 27. 
Das zweite Brennpunktsgesetz. 


Sind MM, und MM, (Fig. 28) zwei feste Tangenten mit den 
Berührungspunkten M, und M, und ist YZ das zwischen ihnen 


enthaltene Stück einer variablen Tangente mit dem Berührungs- 
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punkte M;, so bestehen nach dem ersten Brennpunktsgesetze nach- 
stehende Beziehungen: 


XYFM; =4xX M,FM;, 
und x MFZ=1% M;FM,. 
Durch Addition erhält man hieraus 

3 YFRZ=3:%X M,FM.. 


2 Hat der Winkel M\FM, die Maßzahl 2«, so besitzt der Winkel 
YFZ die Größe «. 


Fig. 28. 


Demgemäß besteht der Satz: 

Das zwischen zwei festen Tangenten befindliche Stück einer 
beweglichen Tangente wird vom Brennpunkte aus unter constantem 
Winkel gesehen. Der letztere besitzt die halbe Größe jenes Winkels, 
welcher von den Vectoren der berührungspunkte der festen Tangenten 
eingeschlossen wird. 

In dem zweiten Brennpunktsgesetze ist das Mittel enthalten, 
jeden Kegelschnitt aus dem Brennpunkte, zwei Tangenten und dem 
Berührungspunkte einer derselben zu construieren. 

Man zieht den Vector des Berührungspunktes und jenen des 
Tangentenschnittpunktes und lässt den entstandenen Winkel um den 
Brennpunkt rotieren. 
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Die Schenkel des bewegten Winkels bestimmen in jeder Lage 
des letzteren in den festen Tangenten zwei Punkte einer nuen 
Tangente. Von diesen Punkten liegt immer mindestens einer auf 
jenen Theilen der Tangenten, welche vom Schnittpunkte ausgehen Fe 
und die Berührungspunkte enthalten. SE“ 

Der Berührungspunkt jeder neuen Tangente kann mittels der 
festen Tangente und ihres Berührungspunktes auf Grund desersteen 
Brennpunktsgesetzes leicht gefunden werden. 


‚Die Fußpunktcurve der Parabel. RE 


Nimmt man (Fig. 29) die Scheiteltangente AY mit dem Br 
rührungspunkte A und den Brennpunkt F als gegeben an, sokannman 
mittels dieser Stücke auf Grund 
des zweiten Brennpunktsgesetzes 
neue Tangenten bestimmen, in- 
dem man noch die unendlich ferne 
Tangente zu Hilfe nimmt. 

Der Vector AF' des Scheitels. 
und der Vector ZF des unendlich 
fernen Berührungspunktes Mm 
bilden einen gestreckten Winkel. 
Die Hälfte dieses Winkels gibt 
den Erzeugungswinkel, welcher 
demnach ein rechter ist. i 

Ist YFJ eine Lage dieses 
Winkels, so liefert diese inder 
Scheiteltangente den Punkt Y und 
in der unendlich fernen Tangente 
den unendlich fernen Punkt Z. 
Die neue Tangente YZ läuft ds- 
halb zu FJ parallel. 

Der Berührungspunkt M; ergibt sich nach dem ersten Brenn- 
punktsgesetze, indem man den Winkel AFY nach M; FT überträgt; 
oder auch, indem man den Winkel M;FJ gleich LFJ macht. = a 

Da FY zu FJ und daher auch zur Tangente YM; normal ist, 
stellt Y den Fußpunkt der vom Brennpunkte auf die Tangente 
gefällten Normalen vor. Dieser Punkt hat aber die Scheiteltangente a 
zum geometrischen Orte, welche aus diesem Grunde die Fußpunkt- 
curve der Parabel genannt wird. “ 
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| 8. 29. 
Das zweite Brennpunktsgesetz für die Parabel.- 


Für die Parabel ergibt sich, wofern man von der unendlich 


fernen Tangente absieht, eine Vereinfachung des zweiten Brenn- 


punktsgesetzes. 
Nimmt man zwei Tangenten als fest an, so erscheint das 


zwischen ihnen enthaltene Stück jeder anderen Tangente vom Brenn- 


punkt aus unter constantem Winkel. 


Zieht man die Vectoren der Schnittpunkte, welche die unendlich 
ferne Tangente in den festen Tangenten liefert, so muss derselbe 
Winkel zum Vorschein kommen. 


Die Vectoren dieser unendlich fernen Schnittpunkte laufen aber 


zu den festen Tangenten parallel und bilden daher einen ebenso 


eroßen Winkel wie die letzteren. 


Mithin lautet das zweite Brennpunktsgesetz in seiner Modi- 
fication für die Parabel: 

Das zwischen zwei festen Parabeltangenten enthaltene Stück 
einer beweglichen Tangente wird vom Brennpunkte aus stets unter 
einem Winkel gesehen, welcher entweder dem Neigungswinkel der festen 
Tangenten oder seinem Ergänzungswinkel gleich ist. 

Welcher von den beiden Fällen statthat, das entscheidet 
die Lage der festen Tangenten. 


8. 30, 
Construction der Parabel aus vier Tangenten. 


Das zweite Brennpunktsgesetz für die Parabel ermöglicht eine 
elementare Construction des Brennpunktes aus vier Tangenten. 

Betrachtet man MY und MZ (Fig. 30) als feste Tangenten, 
welche den Winkel « bilden, so müssen die beiden anderen Tan- 
genten YZ und Y’Z’ vom Brennpunkte aus unter diesem Winkel « 
erscheinen. 

Legt man um die Dreiecke MYZ und MY’Z' je einen Kreis, 
so schneiden sich die beiden Kreise im gesuchten Brennpunkte. 


Zur Begründung dessen beachte man, dass sich die gegenüber- 
liegenden Winkel YFZ und YMZ des Sehnenviereckes YFZM zu 


. einem gestreckten Winkel ergänzen; da aber die Ergänzung des 


Ber 
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Winkels YMZ gemäß Figur gleich « ist, so hat der Winkel Y FZ| 
ebenfalls den Wert «a. 


Die Berührungspunkte M, und M; ergeben sich leicht, indem 
man den Winkel « zu beiden Seiten des Vectors MF um den 
Scheitel F aufträgt. 


Hiemit ist die Aufgabe auf jene in $. 25, Fig. 26 zurückgeführt. 


$. 31. 
Gemeinsame Eigenschaften der Kegelschnitte. 


Wie die vorausgegangenen Entwicklungen lehren, wird jeder 


Kegelschnitt von einer Geraden in zwei Punkten geschnitten, welche 


reell, zusammenfallend oder imaginär sein können. 
Curven solcher Art nennt man Linien zweiter Ordnung. 


Ferner wurde gefunden, dass durch einen Punkt an jeden 
Kegelschnitt zwei Tangenten gehen, welche reell, en 
oder imaginär sein können. 


Curven solcher Art nennt man Linien zweiter Glasse. 


y 
- 


= 


In analoger Weise folgert man, dass auch der Winkel Y BR: a 
den Wert « besitzt. 
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Stimmt bei einer UGurve die Ordnungszahl mit jener der Classe 
überein, so nennt man sie eine Linie vom ebensovielten Grade, als 
es die obigen Zahlen ausdrücken. 

_ Die Kegelschnitte sind also Linien zweiten Grades. 

Das Geradenpaar ist wohl ein Liniencomplex von der zweiten 
Ordnung, aber nicht von der zweiten Classe, weil man an dasselbe 
nur vom Schnittpunkte aus Tangenten legen kann; diese fallen mit 
den Geraden selbst zusammen. 

Wie in den folgenden Capiteln gelehrt werden soll, kann ein 
‚Kegelschnitt auch in ein Punktepaar entarten, wenn sämmtliche 
Tangenten desselben durch diese zwei Punkte gehen. 

Das Punktepaar ist wohl ein Complex zweiter Classe, aber 
nicht von der zweiten Ordnung; denn es existiert nur die Ver- 
bindungslinie dieses Punktepaares als Secante, welche diese Punkte 
selbst als’ Schnittresultat liefert. 

Geradenpaare und Punktepaare sind demnach bloß Degene- 
rationsfälle der Curven zweiten Grades und können als wuneigentliche 
Kegelschnitte bezeichnet werden. 

Die Linien zweiten Grades besitzen außer den in den beiden 
ersten Capiteln besprochenen allgemeinen Eigenschaften noch andere, 
welche aber immer nur einer besonderen Curvenart zukommen. 

Deshalb wird jede der Curven: „Ellipse, Parabel und Hyperbel“ 
noch in je einem Separat-Capitel eine specielle Besprechung erfahren. 


III Capitel. 


Die Ellipse. 


8. 32. 
Die zweite Symmetrie der Ellipse. 


Sind M und N (Fig. 31) zwei Punkte der Ellipse, welche auf 
einer zur Achse parallelen Secante PQ liegen, so besteht die Pro- 


ERaxHpn ME:MP=NRINP=E: 0 
Hieraus folgen nach bekannten Sätzen die Proportionen 
MEN BANN P Zr a RO] 


Zieht ı man Pr AH böschtet a man, dass 
2 ar RE 2 


= ie sich nach dem Pythagoräischen Satze für ee € 
KERE ‚ecke: aus A MFP- KR 


MR —= Pr + MP: = Pur. RR Fa 


1 


aus A NFP-- 
2 NP= PP + NP—aNP.| Br. 


Die Differenz der beiden Narer a liefert 
MF® — NF= El NP? —2EkF gu nn 


_Dividiet man beiderseits durch dis rose, 
(MP-+ NP) (UP— AP), 


so folgt unter a auf 2) 


en 2RF 


MP-+ MPENP 
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Hieraus erhält man 
5 (MP-+ NP) — Zt Er k, Eee 3) 


wofern man den constanten Wert des rechten Theiles zur Abkürzung 
gleich % setzt. | 
Der linke Theil der Gleichung stellt offenbar die Länge PO‘ 


vor, wenn 0° der Mittelpunkt der Sehne MN ist; denn man hat 


PO'=MP— MN 
— MP—|} L (MP — NP) 
PO'=1(MP-+NP). 
Demnach geht die Gleichung 3) über in 
ROTE 


Diese Beziehung drückt aus, dass der geometrische Ort der 
Mittelpunkte 0° aller zur Achse parallelen Sehnen eine Parallele 
zur Directrix ist, welche von der letzteren den Abstand % hat. 

Diese Gerade geht durch die von früher her bekannten Culmi- 
nationspunkte C’ und D und ist die zweite Symmetrieachse der Ellipse. 

Sie heißt die Nebenachse oder auch die kleine Achse. 

C und D werden die Nebenscheitel genannt; die Tangenten in 
den Nebenscheiteln sind zur Nebenachse normal. 
| Da die Gestalt der Ellipse durch das Verhältnis der Achsen 

AB und CD vollkommen bestimmt ist, so ergibt sich nach den 
- allgemeinen Begriffen über die Ähnlichkeit der Satz: 

Ähnliche Ellipsen besitzen dasselbe Achsenverhältnis. 

Der entsprechende Congruenzsatz lautet: 

In congruenten Ellipsen sind die Achsen paarweise gleich. 

Da nun die Ellipse die beiden zu einander normalen Symmetrie- 
achsen AB und CD besitzt, so ist sie nach den allgemeinen Sätzen 
über zweiachsige Symmetrie auch centrisch-symmetrisch. Der Schnitt- 
punkt O der Achsen ist das Centrum der centralen Symmetrie und 
halbiert jede durch ihn gehende Sehne wie MM". 

Sehnen durch das Centrum führen den Namen Durchmesser 
oder Diameter. AB ist der größte und CD der kleinste Durchmesser. 

Jeder Durchmesser wird durch das Centrum in zwei Halb- 
messer oder Radien getheilt. 

Da die Tangenten in den Enden M und M‘ eines Durchmessers 
centrisch-symmetrisch sind, so laufen sie zu einander parallel. 

Die Tangenten sind im allgemeinen schier zu den Radien der 
 Berührungspunkte. Eine Ausnahme hievon machen bloß die Scheitel- 
tangenten. 
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Aus der zweiten Symmetrie folgt weiter, dass der Curve noch : 


ein zweiter Brennpunkt @ und eine zweite Direcetrix XZ mit dem 
Transversalenpunkte S entsprechen. 
G und KL können unter Beibehaltung der Charakteristik & 


ebensogut zur Construction der Ellipse herangezogen werden, wie die 


ursprüngliche Directrix 4I und ihr Brennpunkt F. 


Die Strecke OF oder 0G wird zum Unterschiede von der 


numerischen Excentrieität e als lineare Excentricität bezeichnet. 

Der Nebenachse C‘D_entsprechen weder reelle Directrices noch 
Brennpunkte. 

8. 33. 
Das Vectorengesetz für die Ellipse. 
Aus der Relation 3 in $. 32 folgt 
MP+ NP= 2. 

Setzt man diesen Wert in die erste der Proportionen 2) ein, so 

resultiert MF-+- NF:2kze. 


Hieraus erhält man 
MF-+ NF=e.2k. 


Da aber vermöge der zweiten Symmetrie NF gleich dem 


symmetrischen Leitstrahle M@ ist, so hat man schließlich 


MFMG=e.3u. 2 


Hierin ist das Gesetz ausgesprochen: 


Die Summe der Vectoren eines Ellipsenpunktes ist eine con- 


stante Größe. 
Um über diese Constante näheren Aufschluss zu erlangen, 


wendet man das gefundene Gesetz auf den Scheitel A an, welchem 


die Vectoren AF und A@ zukommen, und erhält 
AF+AG=e.2k. 


Substituiert man hierin für A@ die vermöge der Symmetrie 


gleiche Strecke BF, so ergibt sich weiter 
AF+BF=e.2k. 


Der linke Theil ist aber, wie man aus der Figur 31 ersieht, 
gleich AB, und man erhält daher 


4B=r. 3... aa 2075 
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Aus 1) und 2) folgt schließlich 


MF+MG = AB 
oder in Worten: 


| Die Summe der Leitstrahlen eines Ellipsenpunktes ist der großen 
Achse gleich. \ 


8. 34. 
Kriterien für die Lage eines Punktes zur Ellipse. 


In Fig. 32 liegt der Punkt M’ innerhalb der Ellipse, und man 
erhält aus /\ MM’G 
M'’G < MM’ + MG. 
Addiert man hiezu die Identität 
MF=M'F, 

so folgt M’F+M’G <MM’-+- M’F+- MG 
oder, weil M, M‘ und F in ge- 
‚rader Linie liegen, 

MF-+- MG < MF-- MG. 

Da aber M in der Curve liegt, 


so erhält man nach dem Vectoren- 
gesetze 


MF+-MG<Ab. ..)) 
Für den außerhalb der Ellipse 

befindlichen Punkt M” ergibt. 
sich. zunächst aus /\ MM’G 

MG + M’M > MG 
und nach Hinzufügung der identischen Gleichheit 

! MF = MF 

2 aus analogen Gründen wie vorhin 
MIETEM/G FAR Sn aea 


Nach 1) und 2) bestehen die Sätze: 
Für innerhalb der Ellipse gelegene Punkte ist die. Vectoren- 
summe kleiner und für außerhalb befindliche Punkte größer als die 
Hauptachse. 
| Da man die Umkehrbarkeit der obigen Sätze und des Vectoren- 
gesetzes auf indirecte Weise leicht begründen kann, so nehmen die 


Breuer, Constr. Geometrie d. Kegelschnitte. 4 


Fig. 32. 
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allgemeinen Klon über die Lage eines Punktes zum Kesee 
für die Ellipse die besondere Fassung an: 

Ein Punkt liegt innerhalb, in oder außerhalb der Ellipse, je 
nachdem die Summe seiner Leitstrahlen kleiner, gleich oder größer 
ist als die Hauptachse. | | 


8. 35. 


Construction der Ellipse aus den Brennpunkten 
und der Hauptachse. 


Auf Grund des Vectorengesetzes lässt sich die Ellipse aus den 
Brennpunkten und der großen Achse leicht construieren. = 


Nimmt man (Fig. 33) AJ als die Länge eines Leitstrahles so an, 
dass diese Strecke größer als 
AF aber kleiner als AG ist, 
so stellt JB die Länge des zu- 

gehörigen Vectors Vor. 
Beschreibt man also mit 
den beiden Zirkelöffnungen AJ 
und JB von den beiden Brenn- 
punkten aus Kreisbogen, so 
schneiden sich je zwei der- 
selben, welche excentrisch 
liegen und im allgemeinen 
Fig. 33. ungleiche Radien besitzen, in 

Punkten der Curve. 
Ist z. B. M einer der vier Schnittpunkte, so hat man wegen 
MR AI unde MG==IB 
MF+-MG =AJ+JBz=zAb. 


Hieraus erkennt man, dass M ein Punkt der Curve ist. 

Durch Wiederholung der Construction können beliebig viele 
Punkte der Ellipse gefunden werden. N 

AG und BF sind die größten, AF und BG die kleinsten 
Fahrstrahlen. 


@ 


‘Den Scheitel C und D entsprechen gleiche Vectoren von der > 
Länge der halben Hauptachse AO. Demnach findet man die Neben- 


scheitel in den Schnittpunkten jener Kreisbogen, welche von den 
Brennpunkten aus mit der halben Hauptachse zu beschreiben sind. 


Sollen die Brennpunkte aus den Achsen gesucht werden, so Y 


setzt man mit der Länge der großen Halbachse in einem Neben- 


scheitel ein, beschreibt den Kreisbogen und markiert seine Sehnitt- R 


punkte mit der Hauptachse. 
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8. 36. ar, 
Der Ellipsograph. 7 
Die punktweise Construction der Ellipse in $. 35° lässt ‚sich 


durch eine andere ersetzen, welche auf demselben Prineipe beruht,‘ I; 


aber sofort den gesuchten Linienzuk gibt. 

Hält man (Fig. 34) die mit Knotenschlingen versehenen Enden 
- eines unelastischen Fadens in den Brennpunkten F' und @ mittels 
eingesteckter Nadeln fest und spannt man den Faden mit der 
Spitze M des Zeichenstiftes, so beschreibt dieser beim Dahingleiten 
über die Zeichenfläche die eine Hälfte der Ellipse. 
| Um die zweite Hälfte zu verzeichnen, hat man nur nöthig, 
den Faden nach der anderen Seite hin zu spannen. 

Diese Umschaltung lässt 
sich übrigens dadurch vermei- 
den, dass man einen geschlosse- 
nen Faden um die Nadeln legt 
und sodann mit dem Zeichen- 
stifte-spannt. Hiebei dient das 
Stück F@ des Fadens bloß zur 
Gegenspannung; es gehört beim 
Beschreiben der oberen Ellipsen- 
hälfte dem unteren Fadentheile 
an und umgekehrt. 

Die beschriebene Vorrich- Fig. 34. 
tung heißt ein Kllipsograph. 

Bei dieser Construction stellen die beiden Fadentheile MF und 
MG die Vectoren vor, und die constante Fadenlänge ist ihre der 
großen Achse AB gleiche Summe. 

Soll die Ellipse bei gegebenen Scheiteln und Brennpunkten 
beschrieben werden, dann muss man die Fadenlänge der Scheitel- 
distanz gleich machen. 

Lässt man die beiden Brennpunkte des Ellipsographen bis auf 
die Fadenlänge auseinander rücken, so geht die Curve in ein Paar 
sich deckender Geraden über. 

Hat der Faden einen unendlich kleinen berechuss über die 
- Distanz der Brennpunkte, so ergibt sich eine unendlich schmale 
Ellipse, welche man als die Vereinigung zweier unendlich kleiner 
Parabeln ansehen kann. 

Ist der Abstand der Brennpunkte größer als die Fadenlänge, 
dann wird die Construction undurchführbar, und man kann in 


_ diesem Falle höchstens von einer imaginären Ellipse reden. 
EST 
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Der Kreis 
£ 8 Mit Hilfe des im vorigen $. besprochenen Ellipsographen kann 
man leicht demonstrieren, dass der Kreis eine Ellipse mit zusammen- 
fallenden Brennpunkten darstellt. 


Da bekanntlich jede Kreistangente zum Radius des Berührungs- n 
punktes normal ist, so besitzt der Kreis unzählig Be E 
und Scheitel. 


Um den in der Kreistangente ML (Fig. 35) befindlichen Directrix- 
punkt aufzusuchen, hätte man 
mit Bezug auf die allgemeine 
Eigenschaft der Kegelschnitts- 
tangenten zum Vector MF' im 
Brennpunkte die Normale FJ zu 
construieren und mit ML zum 
Schnitte zu bringen. 


Da aber ML und MJ für 
alle Punkte des Kreises ein- 
ander parallel laufen, so liegen 
sämmtliche Directrixpunkte und 
daher auch. die Directrix im 
Unendlichen. 


Die Charakteristik e ist der 
Quotient aus dem Radius eines > 
seiner Punkte und demunendlich 
großen Abstande desselben von der Directrix und I demnach die 
Null zur Grenze. 


Weil alle Kreise die Charakteristik Null haben, sind sie ein- 
ander ähnlich. 


Der Parameter eines Kreises ist seinem Radius gleich, 


Zwei Kreise sind daher congruent, wenn sie gleiche Radien 
besitzen. | 


Jeder Kreis deckt sich mit seinem Focalkreise. 

Da ein reeller Kreis als Degeneration einer reellen Ellipse 
auftritt, so sagt man in Analogie hiemit, dass eine imaginäre Ellipse 
unter hier nicht näher erörterbaren Umständen in einen imaginären 
Kreis übergehen kann. 
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8. 38. 
Das Tangentengesetz für die Ellipse. 
In Fig. 36 ist die Tangente TU mit Hilfe beider Directrices 


und Brennpunkte construiert worden. ' 
- Für den Berührungspunkt M hat man die Proportion 


MF:MP=MG:MQ) =: 


oder ' MEEMG—Z MB: MONK EST se 

Weil die Dreiecke MPT und MQU ähnlich sind, so besteht 

die Froportin - MT:MU=MP:MQ..:......9 
U 


Fig. 36. 


Aus 1) und 2) resultiert 
MF: MG = MT: MU. 
Er Fasst man diese Proportionalität mit der Gleichheit der rechten 
Winkel bei #' und @ zusammen, so ergibt sich nach einem bekannten 
Ahnlichkeitsatze A MFT VA MGU. 
Hieraus folgert man aber sofort 
ı TMF = 3XUMG. 
Diese Gleichheit enthält das Gesetz: 


Die Tangente bildet mit den Vectoren des Berührungspunktes 
gleiche Winkel. 
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8. 39. 


Construction der Tangente in einem Ellipsenpunkte 
mittels der Brennpunkte. 


Das im vorhergehenden $. gefundene Gesetz kann zur Con- 
struction der Tangente in einem gegebenen Ellipsenpunkte M (Fig. 37) 
mit Vortheil verwertet werden. 

Man . halbiert. einfach den Winkel zwischen einem Leitstrahle 
MF und der Verlängerung MY des anderen. Die Halbierungslinie 


EST. 
ci wa 
— ne | 
es 
T Ss 2 


Fig. 37. 


MT ist dann die verlangte Tangente, wie man aus der construierten 
Winkelgleichheit unter Zuhilfenahme der gleichen Scheitelwinkel 
TMY und UM@G leicht folgert. 

Die Normale MS zur Tangente halbiert nach einem bekannten 
Satze der Elementargeometrie den Winkel FM@G und kann auf 
Grund dieser Eigenschaft auch direct gefunden werden. | 


8. 40. 
Die Fußpunktcurve der Ellipse. 


In Fig. 38 wurde der Leitstrahl MF eines Curvenpunktes auf 
der Verlängerung des zugehörigen Leitstrahles MG aufgetragen, SO 


Be anhar MF=MY........ 
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Nach dem Vectorengesetze ist dann 
DOSSWAEN 3. 0 I 


Deshalb hat der Punkt Y den vom zweiten Brennpunkte G 
aus mit der Hauptachse beschriebenen Kreis zum Orte. Dieser möge 
der Leitkreis oder der Directionskreis heißen. 

Vertauscht man die Rollen der beiden Brennpunkte, so ergibt 
sich ein zweiter Directionskreis vom Uentrum F' von welchem man 
einen analogen Gebrauch machen könnte wie von dem ersten. 


Q 


N 
IN, 


Fig. 38. 


Fällt man in dem nach 1) gleichschenkligen Dreiecke FYM 
die Höhe MT | FY, so halbiert diese bekanntlich die Basis FY und 
den Winkel am Scheitel M. Demnach ist 

TH ERS 
und... ISEMT—SIEIMT 

Vermöge der letzten Beziehung ist MT die Tangente in M; 
T dagegen ist der Fußpunkt der vom Brennpunkte F' auf diese 
Tangente gefällten Normalen. 

(remäß 3) ist 7’ der Halbierungspunkt von FY und wegen der 
Symmetrie O das Centrum von F'@. Aus diesen Gründen verhält sich 


FT:FY=FO:FG=1:2. .....%4 
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Zufolge dieser Proportion und der Gemeinsamkeit des Winkels 32 
bei F ist AFTOWDAFYG. 
Daraus folgt aber mit Bezug auf 4) ee. 
OT RS ? Br 
und mit Rücksicht auf 2) FR 
OT:AB=1:2, a . 
woraus man erhält: £ 
OT=34AB=0A. 
Hierin ist der Satz enthalten: 


Der Fußpunkt T der vom Brennpunkte F auf eine Tangente 
gefällten Senkrechten hat den über der Hauptachse als Durchmesser 
beschriebenen Kreis zum geometrischen Orte. 

Dieser Kreis wird die Fußpunktcurve der Ellipse oder auch 
ihr Hauptkreis genannt. 

Da der Hauptkreis dieselben Symmetrieachsen besitzt wie die 
Ellipse, so ist er zugleich auch die Fußpunkteurve zum zweiten 
Brennpunkte @. 

Der Fußpunkt U der von @ aus auf die Tangente MT sefällten 
Normalen liegt demnach auch in dem Hauptkreise. 


8. 41. 
Kriterien für die Lage einer Geraden zur Ellipse. 


Verschiebt man die Tan- 
gente TU in Fig. 39 parallel zu 
sich selbst gegen das Innere der 
Curve hin, so sind die von den 
Brennpunkten aus auf die ver- 
schobene Gerade 7’U’ gefällten 
Normalen identisch mit den Nor- 
malen auf die Tangente. Die 
neuen Fußpunkte 7° und U‘ 
liegen aber jetzt im Innern des 
Hauptkreises, und die Gerade 
T’U’ ist eine Secante der Ellipse. 

In gleicher Weise überzeugt 
man sich durch Parallelverschie- 
bung der Tangente nach außen 
leicht, dass die Fußpunkte 7 


E/ A le ne. > ern. N ve Ki PT; 


B7- 


"und U“ der von den Brennpunkten aus auf die Gerade 7” U“ gefällten 


Normalen außerhalb des Hauptkreises zu liegen kommen und dass 
die Gerade in diesem Falle an der Ellipse vorbei geht. 

Demnach gelten die Sätze: 

Der Fußpunkt der von einem Brennpunkte auf eine Secante 
gefällten Normalen liegt innerhalb und der Fußpunkt der Normalen 
auf eine an der Ellipse vorbeigehende Gerade außerhalb des Haupt- 
kreises. 

Durch Umkehrung der vorstehenden Sätze und des Satzes in 


- &. 40 erhält man für die Lage einer: Geraden zur Ellipse folgende 


Kriterien: 

Eine Gerade schneidet die Ellipse, tangiert sie oder geht an ihr 
vorbei, je nachdem der Fußpunkt der von einem Brennpunkte auf 
die erstere gefällten Normalen innerhalb, in oder außerhalb des Haupt- 
kreises sich befindet. 


8.42. 


Die Ellipse als geometrischer Ort von Kreiscentren. 


Beschreibt man von M (Fig. 40) mit MF als Radius den Kreis, 


‚so geht dieser gemäß 1) in $.40 auch durch den Punkt Y. 


Da der Punkt Y diesem Kreise und dem Directionskreise 
zugleich angehört und außerdem in der Centralen M@ beider Kreise 
liegt, so tangieren die letzteren einander. 

Dies gibt den Satz: 

Die Ellipse ist der geometrische Ort für das Centrum M eines. 
Kreises, welcher beständig durch den Brennpunkt F geht und den vom 
anderen Brennpunkte G aus beschriebenen Directionskreis tangiert. 

Diese Beziehung könnte man zu einer theoretisch interessanten 
Lösung des Apollonischen Tactionsproblemes in dem Specialfalle 
benützen, wenn durch zwei im Inneren eines Kreises gelegene 
Punkte ein Tangentialkreis an den ersteren zu legen ist. 

Es sei der Directionskreis der gegebene Kreis, und F und X 
seien die gegebenen Punkte. Dann liegt das Centrum M des ge- 
suchten Kreises in jener Ellipse, welche einen der gegebenen Punkte 


2. B. F und das Centrum @ des gegebenen Kreises zu Brenn- 


punkten und den Radius des letzteren zur Hauptachse hat. 
Verbindet man den zweiten Punkt X mit F, so liegt das 


Centrum des gesuchten Kreises auch in dem Mittellothe T’M 


dieser Strecke. 


FREE 
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Dieses Mittelloth liefert daher die gesuchten Kreiscentren als 
Schnittresultat mit der Ellipse. ER 
Von den beiden Tangentialkreisen wurde bloß einer eingezeichnet. 


Da man auch den Punkt X als Brennpunkt einer zweiten 5 5 e 
Hilfsellipse verwenden konnte, so treten die CGentra des gesuchten > 
Kreises auch als Schnittresultat beider Ellipsen auf. | a 

u 
a 
3 


var 


NT 


Fig. 40. 


Die Figur 40 gibt noch Anlass zu einigen interessanten Be- 
trachtungen. | 
Da sich die Abstände der Centren O und @ des Hauptkreises 
und des Directionskreises vom Brennpunkte F' gerade so verhalten, 
wie ihre Radien (nämlich wie 1:2), so ist F ein Ähnlichkeits-- 
centrum dieser Kreise. ER 


ae 
Se. Bi en y 


TE N y 
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In den durch diese Kreise bestimmten ähnlichen Systemen 
sind 7 und Y homologe Punkte. 

Dem Berührungskreise F'YZ an den Directionskreis entspricht 
dann der Berührungskreis #T'M an den Hauptkreis. Sein Centrum M’ 
halbiert den Leitstrahl MF. Der Berührungspunkt 7 beider Kreise 
liegt in der Centralen M’O. 

Die Centra M und .M* der beiden Kreise sind homologe Punkte 
und müssen ähnliche Örter besitzen. Demnach befindet sich der 
Punkt M’ auf einer zweiten Ellipse, welche der ersten ähnlich ist. 

Da dieser Ähnlichkeit der Proportionalitätsfaetor 4 entspricht, 
so besitzt die neue Ellipse die halbe Ausdehnung der ursprünglichen 
und die Brennpunkte f' und ©. 

Durch analoge Schlussfolgerungen findet man, dass auch der 
Punkt Z eine Ellipse zum Orte hat, welche das Centrum @ und F’ 
als einen Brennpunkt besitzt. Diese Ellipse ist der Hauptellipse 
ähnlich, hat die doppelte Ausdehnung der letzteren und den Direc- 
tionskreis zur Fußpunkteurve. Ihre Einzeichnung wurde behufs 
Entlastung der Figur unterlassen. 


8.48. 
Die Ellipse als Enveloppe ihrer Tangenten. 


Bewegt sich (Fig. 41) ein rechter Winkel so, dass der eine 
Schenkel TF' beständig durch den festen Punkt F' geht und dass 
der Scheitel 7’ an der Peripherie des Hauptkreises gleitet, so um- 


 hüllt der andere Schenkel TU nach den Entwicklungen des $. 40 


Fig. 38 die Ellipse. 

Den Berührungspunkt M einer solchen Tangente erhält man, 
indem man den auf der Verlängerung von FT befindlichen Punkt Y 
des Directionskreises mit dem anderen Brennpunkte @ verbindet. 

Bei der praktischen Ausführung der Construction empfiehlt sich 
anstatt der Errichtung der Normalen TU zu TF folgendes Verfahren: 

Man zieht @U|| FT und verbindet den Punkt U des Haupt- 
kreises mit dem Punkte T. T und U sind dann die Fußpunkte der 
von: den beiden Brennpunkten aus auf die Tangente Sn Nor- 
malen. Das Weitere ist wie früher. 

Rücken die Brennpunkte auseinander, so wird die Ellipse 
lang gestreckt. 

Sobald aber die Brennpunkte mit den Scheiteln A und B 
zusammenfallen, gehen sämmtliche Tangenten durch die Scheitel. 
Die Umhüllungscurve degeneriert in diesem Falle in das Punktepaar 


A und B. 


A N re ra ee Pan EYE ER; Te a Te u RT EN er 
ar el an Bar N re er er REREN ee a ei ; 


Ist der Hauptkreis überdies unendlich klein, dann geht die 


Ellipse in ein Paar zusammenfallender Punkte über. 
TEN ER ER 


Fig. 41. 


In Analogie mit dem Vorstehenden kann man sich als Degene- 
ration einer imaginären Ellipse auch ein Paar imaginärer Punkte 


denken. | ER e: 

8. 44. Ei 

| Construction der Tangente in einem gegebenen ER 
E- Ellipsenpunkte. 


e  WET ASENE pe 


Die Eigenschaften der Ellipse 
als Umhüllungslinie ihrer Tan- 
genten finden Verwendung, wenn 
es sich darum handelt, aus den 
unzählig vielen Tangenten eine 
oder zwei von bestimmter Be- 
schaffenheit herauszuheben. nn 

Soll z. B. die Tangente m 
einem gegebenen Ellipsenpunkte 
M (Fig. 42) construiert werden, 
so zieht man den Leitstrahl MFv 
und verbindet den Mittelpunkt 
M‘ desselben mit dem Ellipsen- 
centrum O. Te 


u 


#1 
EL 
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Der Schnittpunkt 7 dieser erbindimgalinie mit dem Haupt- 
 kreise ist nach 8. 42 ein zweiter Punkt der gesuchten Tangente. 


8. 45. 


Construction der Ellipsentangenten durch einen 
gegebenen Punkt. 


Für diese und die folgenden analogen Aufgaben bedient man 
‚ dass jeder Peripheriewinkel im 


sich der Eigenschaft des Kreises 


\ 


Fig. 43. 


 Halbkreise ein rechter ist, und verwendet diese Beziehung dazu 
einen rechten Winkel nach bestimmten Vorschriften aufzutragen. 
Um jene Tangenten zu erhalten, welche durch den außerhalb 

der Ellipse befindlichen Punkt M (Fig. 43) gehen, verbindet man 
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diesen Punkt mit einem Brennpunkte, z. B. F, und beschreibt über 
der Strecke MF' als Durchmesser den Hilfskreis vom Centrum M’, 

Dieser liefert im Durchschnitte mit dem Hauptkreise die beiden 
Tangentenpunkte 7, und 73. MT, und MT; sind die fraglichen 
Tangenten, denn MT;F und MT3F' sind als Peripheriewinkel in den 
Hälften des Hilfskreises rechte Winkel. 

Die Berührungspunkte M, und M; werden mit Hilfe der auf 
den Verlängerungen von FT, und FT, liegenden Punkte Yı wıd Y; 
des Directionskreises wie gewöhnlich bestimmt. 

Die Construction Fig. 43 gestattet noch eine andere A 
wenn man bedenkt, dass die Dreiecke FY,M und FYM gleich- 
schenklig sind und den Schenkel MF gemeinsam haben. = 


Aus diesen Eigenschaften folgen die Gleichheiten 


MY, =MF=MY; 2 
ZHMTS=X FM: Sn Nr 
und Mn =HFMT. za ae 


Nach 1) liegen die Punkte Y, und Y; auf dem von M aus mit 
MF beschriebenen Kreise und können mittels des letzteren direct 
gefunden werden. 

Die Tangenten MT, und MT; erhält man nach 2) und 3) in 
den Halbierungslinien der Bogen FYı und FYs. Die Berührungs- 
punkte werden wie früher bestimmt. f | 


8. 46. 


Construction der Ellipsentangenten parallel zu einer 
gegebenen Geraden. 


Die Tangenten parallel zu einer gegebenen Geraden RS (Fig. 44) 
ergeben sich, indem man vom Brennpunkte F auf dieselbe die 
Normale fällt und dann die Schnittpunkte 7; und 7; der letzteren 
mit dem Hauptkreise markiert. 


0; 2 
Die durch 7, und 7, zur RS parallel gezogenen Geraden 
sind schon die gesuchten Tangenten. .® 
Ihre Berührungspunkte M, und M, liegen auf den Verbindungs- 


linien des zweiten Brennpunktes G mit jenen Punkten Y; und Y, 
welche die Normale mit dem Directionskreise gemein hat. 


23% 
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Fällt einer der Punkte Y, und Y, außerhalb der Zeichenfläche, 


0 benützt man den Umstand, dass MM; ein Durchmesser der 


Ellipse ist und im Centrum O halbiert wird. 


Diese Construction kann aus Fig. 43 durch Grenzübergang 
abgeleitet werden. 


Fig. 44. 


Wenn man nämlich den Punkt M in der Richtung RS ins 
Unendliche verschiebt, so geht der Hilfskreis in die Normale zu 


. RS über. ’ 


Geht man dagegen in der zweiten, in $. 45 skizzierten Uon- 
struction für einen unendlich fernen Punkt M zur Grenze über, so 
degeneriert der von M aus mit dem Halbmesser MF' beschriebene 
Kreis auch in die zur Richtung RS normale Brennpunktsecante. 


8.47. 
Relationen an der Ellipse. 


In Fig. 45 sei die Ellipse durch die Achsen AB und CD gegeben. 
Um die Brennpunkte zu erhalten, nimmt man die große Halb- 


“achse AO in den Zirkel, setzt in C ein und durchschneidet die 


Hauptachse in F und @. 
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Der Directrixpunkt T in der Scheiteltangente C\J ergibt sich 
bekanntlich, indem man zum Leitstrahle CF im Brennpunkte die 
Normale errichtet und mit der Tangente zum Schnitte bringt. 

Die Construction der Directrix wird in den Lehrbüchern bisher 
immer auf Grund von Relationen -vorgenommen, die auf ziemlich 
umständliche Weise abgeleitet werden müssen. Diese Relationen 
- ergeben sich aus Fig. 45 direct. 


Behufs bequemer und kurzer Ausdrucksweise denkR man sich 


die bedeutsamen Linien an der Ellipse mit irgend einer Längen- 
einheit gemessen und die Maßzahlen, wie die Figur zeigt, durch 
kleine Buchstaben bezeichnet. 


Fig. 45. 


Aus dem rechtwinkligen Dreiecke FOC ergeben sich sofort die 


Runen s-hta .... 
62 —.02 —:02 22 SS Se 
und ee en 


Das rechtwinklige Dreieck CFT liefert die Proportion 
CTECH ZECHE 
oder in Maßzahlen ee RE 
woraus man erhält a a2 


Ce . 


Für die Charakteristik & liefert der Punkt © den Ausdruck 
Er CF 
CT 


Em 


- oder in Maßzahlen Be 


k 


Diese Beziehung ist in der Form 
SE AB &32% 
schon in 8. 33 aufgetreten. 


2 Substituiert man für % den Wert aus 4), so folgt 
SC 
En ER N er ER A ER, u Ber 5) 
- Im rechtwinkligen Dreiecke C FT verhält sich weiter 
Rt FI JR —=JRrJG 
oder in Zahlen g:0——bic, 
Hieraus erhält man 
b2 
1 Br . ? ET N 6) 
Der Endpunkt E£ des Parameters genügt der Bedingung 
En ERm=’rr-Eb 
- oder in Längenzahlen pre. 
Setzt man hierin aus 5) und 6) die Werte ein, so resultiert 
h2 
pPp— = EEE FR er 7) 
Die Relationen 4) und 6) ergeben 
kg. 
Se q . ur% 
: Substituiert man für 52 den Wert aus 2), so folgt weiter 
£ 3 a? 
z | Re a2 — c2 
z oder al 
ER c? 
Er ee om 
e Mit Bezug auf 5) erhält man schließlich 
Er | Berg Se 
Ei - 1-27 1—&' 
“= r Dieser Ausdruck wurde bereits beim Beweise der zweiten 


ee Symmetrie in $. 32 entwickelt. 


e Breuer, Constr. Geometrie d. Kegelschnitte, 5 


BIRNEN RE SEI EL, 


5 Ser |’ 


RR NE TEN ; 2 e =; 
ri nr ET ER x Mr a 
ER ae Are a E 
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8, 48. | | 
Die Osculationskreise in den Hauptscheiteln 
der Ellipse. 


Macht man in Fig. 46, worin M einen Ellipsenpunkt vorstellt, | 
MY=ME=MY, Fer 


so sind die Dreiecke FYM und FY’M gleichschenklig, und die Höhen 
MT und MS halbieren die Winkel FMY und FMY‘ an der gemein- 
samen Spitze M. Be | 

Demgemäß ist MT die Tangente und MS die Normale ds 
Punktes M. 


N 
Fig. 46. 


Die Geraden T'M und F'Y‘ sind parallel, denn sie sind beide 
zu MS normal. Deshalb besteht die Proportion | 


TF>TG = MY':MG,; 
oder nach 1) IF: -TG.-=:ME#=MG: ee 


Die Geraden SM und F'Y sind ebenfalls parallel, denn sie 
stehen beide zu MT normal. Demnach verhält sich 


SE :8S@—.MYMG, Be 

oder nach 1) SF:SG—=MF:MG.:. 2... 2 
Aus 2) und 3) folgt | 
TF:TG = SF:S@. . 
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Dies gibt den Satz: 
Der Brennpunktabstand wird durch jede Tangente. und die 


- zugehörige Normale harmonisch getheilt. 


Wenn man von der speciellen Bedeutung des Dreieckes FMG 


| absieht, so enthält die Proportion nachstehenden allgemeinen Satz, 


von welchem später noch Gebrauch gemacht werden soll. 
Die Halbierungslinien der Winkel an der Spitze eines Drei- 


eckes theilen die Basis harmonisch. 


Der Punkt $ ist das Centrum eines Kreises, welcher die Ellipse 
in den Punkten M und N berührt und daher in diesen Punkten je 
zwei unendlich nahe Punkte mit der Ellipse gemein hat. 

Lässt man die Punkte M und N gegen den Scheitel A wandern, 
so wird der Tangentialkreis immer kleiner. Er erreicht den kleinsten 
Umfang, wenn die Punkte M und N in dem Scheitel A zusammen- 


treffen und hat dann mit der Ellipse vier zusammenfallende Punkte 


gemein. 

In dieser Grenzlage heißt der Fonseniilkrei ein Anschmiegungs- 
oder Osculationskreis. 

Dieser Kreis geht mit der Ellipse e eine sogenannte Berührung 
dritter Ordnung ein. 

Kreise, welche mit der Ellipse drei zusammenfallende Punkte 
gemein haben, besitzen dieselbe Krümmung wie die Curve an der 
Berührungstelle und heißen deshalb Krümmungskreise der letzteren. 

Eine Berührung solcher Art ist von der zweiten Ordnung. 

Bezeichnet man das Centrum des Schmiegungskreises mit 6° 
und beachtet man, dass der entsprechende Punkt 7’ mit A zusammen- 
fällt, so geht die Proportion 4) über in 

ABRFAG OHR SG: 

Hieraus folgt weiter: 

AF+-S8SF:AG+SG= AF:AG. 
Nachdem aber 
AF+SF= AS 
und SG = AG — 48 
ist, so verwandelt sich die obige Proportion in 
AS’: 2 AG — AS’ = AF: AG. 

Wendet man hierauf einen bekannten Satz an, so ergibt sich 

48°:24G = AF:AF+ 4AQ@. 

Nach dem Vectorengesetze folgt weiter 


‚AS’:2A4A@ = AF:AB. 
Sr 


L* KR 
TE REICHTE 


68 


Da AS‘ der Radius des Schmiegungskreises ist, 80 bezeichnet 
man seine Maßzahl mit r. | 
Führt man in die Proportion die üblichen Maßzahlen ‚ein, 80 


lautet dieselbe r:2(a + )=a-—c:2a 
oder rzatc=a— c:a. 
Hieraus ist 2 a? — c? 
ER 
und unter Bezug auf Relation 2) in $. 47 er 
mer Nee Se 
Gemäß Relation 7) in $. 47 ist aber auch 
| b2 57 
P— za Sn en. 6) 2 


Aus5) und 6) erhält man das interessante Resultat 
| 722,9, 0E N 
Der Radius des Schmiegungskreises im Hauptscheitel ist dem 
Parameter gleich. 
Diese Beziehung kann bei der Construction der Ellipse vortheil- 


haft verwendet werden. Die Curve folgt nämlich dem osculatorischen 


Kreise längs eines beträchtlichen Bogens graphisch genau. 


8.49. 


Die Osculationskreise in den Nebenscheiteln 
.der Ellipse. 


In Fig. 47 wurde durch den Eilipsenpunkt M und durch die 
beiden Brennpunkte A und @ der Kreis gelegt. = 
Die Bogen FV und GV sind vermöge der Symmetrie a fir 
Kreises zur Achse CD einander gleich. 67 
Die Winkel FMV und GMV sind demzufolge als Peripherie- 
winkel auf gleichen Bogen einander gleich, und deshalb ist MY die 
Normale in M. ER 
Weil nun ferner 3X UMV als Peripheriewinkel im Halbkreise = 
ein rechter ist, so ist MU die Tangente in M. Er 
Der Punkt 7 ist das Centrum eines Kreises, welcher die 
Ellipse in M und N, also doppelt berührt. | Dre 
Je näher die beiden Berührungspunkte M und N zusammen- 
rücken, desto größer wird der Tangentialkreis. Br. 


euive: vier 8. leer Punkte gemeinsam und wird 
m Schmiegungskreise. | AR 
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Aus Dreieck CF’V’ liest man ohne weiteres die Proportion ab 
CP ZCE=ZEUR,CD. 
Bezeichnet man den Radius CV’ des Osculationskreises mit o 


und führt man die üblichen Längenzahlen ein, so ergibt sich nach | 
der obigen Proportion die nachstehende | 


0:0 —uLrd, 
woraus man berechnet a2 
Q er here ee 1) 
5: 50: 


Construction der Krümmungscentren der Ellipse. 


Zieht man (Fig. 49) die beiden Scheiteltangenten AW und CW 
und fällt man von W aus die Normale auf AC, so schneidet die 
letztere die Achsen in 5° und V”. 


Fig. 49. 


Behufs Erzielung größerer Genauigkeit Dan es sich in 
der Praxis, WV’ normal zu DB zu ziehen. 


Die Dreiecke AS’W und OCA sind wegen der normalen Lage 
ihrer Seiten ähnlich, und man erhält deshalb die Proportion 
AS:OU = AW:OA. 


Nach Einführung der Maßzahlen folgt weiter 
AB din, 
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woraus man berechnet D2 
AS’ >= a 


Mit Rücksicht auf Relation 5) in $. 48 ist S° der Krümmungs- 
mittelpunkt für den Hauptscheitel. 

Da ferner auch die Dreiecke CV‘W und OAC einander ähnlich 
sind, so besteht die Proportion 


CV:0A—= CW:00, 


oder in Längenzahlen OP? a: 6 
Hieraus ist Are 5 


Mit Bezug auf Relation 1) in $. 49 ersieht man hieraus, dass 
V’ das Krümmungscentrum für den Nebenscheitel ist. 

Wenn das Achsenverhältnis @:5 die Einheit nur wenig über- 
steigt, so schmiegt sich die Ellipse so ziemlich im ganzen Verlaufe 
graphisch genau an die vier osculatorischen Kreise an. 


IV, Capitel. 
Die Parabel. 


| 8.51. 
Die Parabel als Grenzfall der Ellipse. 


Fasst man die Parabel (Fig. 50) als Grenzfall der Ellipse auf, 
so hat man sich dieselbe im Unendlichen zu einer geschlossenen 
Curve ergänzt zu denken. 

‚Der zweite Brennpunkt @ befindet sich im Unendlichen, und 
zwar in dem von der concaven Curvenseite begrenzten Theile der 
Ebene und ebenso der andere Hauptscheitel D. 

Die Culminationspunkte, die Nebenachse und das Centrum liegen 
ebenfalls in unendlicher Entfernung. Sämmtliche Durchmesser sind 
daher zur Achse parallel. 

Zu jedem Parabelpunkte und seiner Tangente lassen sich ein 
centrisch symmetrischer Punkt und eine symmetrische Tangente 
denken, welche beide im Unendlichen liegen. 


1 A A Se N ed a ET Te ne en 
N B En B 5 2 2 5  :. > = ie Pe uw: x Ay 4 


anzusehen. 


Hält man diese Begriffe über die unendlich fernen Klee B 
der Parabel fest, so kann man ihre Eigenschaften aus jenen der, Er 


Ellipse durch Grenzübergang ableiten. 


In gleicher Weise lassen sich aus den Constructionen an der 


Ellipse die analogen Constructionen 
für die Parabel ausfindig machen, 
indem man den entsprechenden 
Grenzübergang vollzieht. 


aber in der Degenerationsform des 
Directionskreises doch zum Aus- 
drucke. 


unendlich langen Leitstrahle MG 
den Vector MF’ addiert, so liegt das 
Ende Y des verlängerten Vectors 
Fig. 50. wegen der constanten Vectoren- 

summe in dem Directionskreise. 

Da das Centrum @ dieses Kreises unendlich fern liegt, so 
degeneriert der letztere in eine Gerade und zwar in die Directrix, 
denn der Punkt Y des Directionskreises ist vermöge des Parabel- 


gesetzes MF-— MP 


identisch mit dem Punkte P der Directrix. 


5.52. 
Der Parabolograph. 


Die Scheiteltangente ist als Degeneration des Hauptkreises ö > 


Wenn man nämlich zu dem 


Das Vectorengesetz entfällt E: 
scheinbar, weil der LeitstrahllMG 
unendlich groß ist; es kommt 


Das vorerwähnte Parabelgesetz führt auf eine Vorrichtung, 


welche es ermöglicht, einen Theil der Curve in einem Zuge zu 


beschreiben. 


Der Parabolograph (Fig. 51) besteht aus einem Winkelbrette = 


und einem Faden, welcher am Scheitel Q eines spitzen Dreiecks- 


winkels befestigt ist, mit der betreffenden Kathete gleiche Länge % 


‚besitzt und in eine Kaptenschhose endigt. 
Vor dem Gebrauche legt man ein Lineal an die Directrix HI 


und spießt im Brennpunkte F eine Pikiernadel ein. Sodann hängt E, 
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R man die Fadenschlinge um den Fuß der Nadel und legt das Winkel- 


brett mit der fadenlosen Kathete an das Lineal und mit der anderen 
‚an die Nadel. Schließlich spannt man den Faden mit der Spitze 
des Zeichenstiftes ohne UÜberkreuzung so, dass derselbe in zwei 
Theile zerfällt, die aneinander und 
an der Kathete liegen, und mar- 
kiert den Scheitel A der Parabel. 

Übt man nun auf den Faden- 
bug einen leichten Druck ungefähr 
gegen den Scheitel des spitzen 
Brettwinkels an der Directrix hin 
aus, So gleitet das Winkelbrett 
längs des Lineales, und der Stift 
beschreibt auf der Zeichenfläche 
einen Parabelbogen; denn es ist 
für alle Lagen des Stiftes 


OM + FU = QM -+ MP 
oder MF = MP. 


Um den symmetrischen Pa- 
rabelbogen zu erhalten, muss man 
die Vorrichtung umstellen. 

Die äußersten, noch erhaltbaren Punkte haben die Fadenlänge 
zum Vector. 

Bei verticaler Zeichenfläche muss das Lineal als Gleitschiene 


‘ für das Winkelbrett gehobelt sein, um das Überschlagen des letzteren 
zu. verhindern. 


8. 583. 
Das Tangentengesetz für die Parabel. 
Dieses ‚Gesetz ergibt sich außer durch Grenzübergang auch 


- direct. 


Sei M (Fig. 52) ein Punkt der Parabel und MT die nach 
der allgemeinem Methode construierte Tangente. 


Gemäß Voraussetzung ist dann 
MF = MP. 


Da die rechtwinkligen Dreiecke MFT und MPT in den 
obigen Seiten übereinstimmen und außerdem die Hypotenuse MT 
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gemeinsam haben, so sind sie 


congruent. Aus diesem Grunde 
ist aber 


<< FMT=XIPMT. 


Setzt man anstatt X PMT den 
gleichen Scheitelwinkel UMQ, so 
seht die obige Gleichheit über in 


X FMT = UM 
Mithin besteht das Gesetz: 


Die Parabeltangente bildet mit 
dem Leitstrahle und dem Durch- 
messer des Berührungspunktes 
gleiche Winkel. 


Die Tangente ist im allge- 
meinen schief zum Durchmesser 
des Berührungspunktes. Nur die 
Scheiteltangente macht hievon 
eine Ausnahme. 


8. 54. 


Construction der Tangente in einem gegebenen 
Parabelpunkte. 


Auf Grund des Tangentengesetzes construiert man die 
Tangente in einem gegebenen Parabelpunkte M (Fig. 53), indem 


man den Winkel zwischen dem Vector MF und der Verlängerung 


MP des Durchmessers halbiert. | 

Die Normale MS kann durch Halbierung des Winkels FMO 
auch direct erhalten werden. 

Zieht man PT |MF, dann ist das Viereck MFTP ein 
Rhombus; seine Diagonale MT halbiert den Winkel FMP und 
ist deshalb die Tangente in M. 

Aus dem Rhombus folgert man weiter 


TE = MF. 
Diese Eigenschaft führt auf die einfachste Tangenten- 


construction. ® 
Man setzt im Brennpunkte F' ein und überträgt den Vector 


MF nach TF‘, wodurch man den zweiten Tangentenpunkt T erhält. 


ver 2 ° . s 
er Fr e u er Le Ai 
ae a ee 7 a 


ER 4 


Der Rhombus liefert noch 
die Gleichheit 
le PM: 

Zieht man ML _|L AF, so 
sind PM und LR als Gegen- 
seiten eines Rechteckes gleich, 
und die letzte Gleichung geht 


Deu rTr— RL, 


Subtrahiert man hievon 
die bekannte Gleichheit 


| AR AR, 
so resultiert im Hinblicke auf 
die Figur | 
; MASS AL, 


Daher gilt der Satz: 

Der Scheitel halbiert das 
zwischen der Tangente und der 
Ordinate eines Parabelpunktes 
enthaltene Stück der Achse. 
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Dieser Satz vermittelt die Construction der Tangente in 
einem Punkte M (Fig. 54), wenn bloß die Achse AZ und der 


Scheitel A gegeben sind. 
Man zieht die Ordinate 


ML und macht 


BEE HA TS 


MT ist dann die gesuchte 
Tangente. 


Legt man durch M die 
Parallele MP zur Achse und 
macht man 


SERMR.— 3: TMP, 
so ergibt sich der vorhin als un- 


bekannt vorausgesetzte Brenn- 
punkt F', 


Den Directrixpunkt R erhält 
man mittels der Beziehung 


AUBSzZSSAR, 


8. 55. 
Die Fußpunktcurve der Parabel. | RT 
In Fig. 55 ist das Dreieck MFP gleichschenklig,. I e 


Die Höhe MT ist zugleich die Symmetrale des Dreiecks und 
halbiert denWinkel an der Spitze und die Basis, so dassmanhat 


x FMT=x PMT 


und Ir 5 
Aus der ersten Gleichheit folgt, dass MT die Tanzen im 
Parabelpunkte M ist. a 


Die zweite Beziehungdrückt 
aus, dass dem Punkte T die 
Parallele zur Directrix als Ort 
zukommt, welche im halben 
Abstande des Punktes F von 
der letzteren gezogen wurde. 


/ Da diese Parallele zugleich 
durch den Scheitel geht, so 
A| ist sie außerdem die Scheite- 
tangente. 
Der Punkt T ist der Fuß- = 
punkt der vom Brennpunkte #_°— 
auf die Tangente gefällten 
Normalen, und man hat also 
das schon durch Grenzüber- 
7 gang in 8.51 und mittels ds 
zweiten Brennpunktsgesetzes 
in 8. 28 gefundene Resultat: 
Die Scheiteltangente ist die Fußpunkteurve der Parabel. 


eir iM 


Fig. 55. 


8. 56. Ba 
Kriterien für die Lage einer Geraden zur Parabel, u 


Verschiebt man die Tangente TU (Fig. 56) parallel zu sich N 
selbst gegen den Brennpunkt hin, so ist die Normale zur Geraden = 
7“? identisch mit der Normalen #7 zu Tangente. Re Se 

Der Fußpunkt 7” liegt aber rechts von der Scheiteltangente, E 
und die Gerade ist Secante zur Parabel. | 


® = Fußpunkt der vom Brennpunkte 


TR 


In analoger Weise überzeugt man sich durch Verschiebung 
der Tangente in die Lage 7”U“, dass der Fußpunkt 7“ der 
vom Brennpunkte auf die Gerade 7”U“ gefällten Normalen links 
von der Scheiteltangente sich befindet. 
Demnach gelten die Sätze: 
Bei einer Secante liegt der 


auf dieselbe gefällten Senkrechten 
auf derselben Seite der Scheitel- 
tangente wie der Brennpunkt. 

Geht eine Gerade an der 
Parabel vorbei, so liegt der Fuß- 
punkt der vom Brennpunkte auf 
sie gefällten Normalen, vom 
Brennpunkte aus beurtheilt, jen- 
seits der Scheiteltangente. 

Durch Umkehrung dieser 
Sätze und des Satzes in 8. 55 
ergeben sich für die Lage einer wi 

1g. 56. 
Geraden zur Parabel nach- 
stehende Kriterien: 

Eine Gerade schneidet die Parabel, tangiert sie oder geht an 
ihr vorbei, je nachdem die Scheiteltangente den Fußpunkt der vom 
Brennpunkte auf die Gerade gefällten Senkrechten und den Brenn- 
punkt auf einer Seite lässt, durch den Fußpunkt geht oder zwischen 
Fußpunkt und Brennpunkt liegt. 


| 857, 
Die Parabel als geometrischer Ort von Kreiscentren. 


Beschreibt man vom Parabelpunkte M (Fig. 57) aus mit 
dem Vector MF' den Kreis, so tangiert dieser wegen 


MF= MP 


3 die Direetrix im Punkte P. 


Dies gibt den Satz: | 
Die Parabel ist der geometrische Ort für das Centrum eines 
Kreises, welcher durch den Brennpunkt geht und die Directrix tangiert. 


. Diese Beziehung könnte man zu einer theoretisch interes- 


&  santen Lösung des Apollonischen Tactionsproblemes in dem Falle 


De £ 
Diese * i E 
= ”*, a: Ze 
IE 3 
Fe; 2 Ri R 
Be Pa ET). n 


FB: 


verwenden, wenn durch zwei auf einer Seite einer Geraden = ® 
befindliche Punkte ein Tangentialkreis an die letztere zu legenist, 
Es sei die Directrix A/ die gegebene Gerade, und F und x / Bi £ 


seien die gegebenen Punkte. 
Dann liegt das Centrum M des gesuchten Kreises in jener 


Parabel, welche einen der gegebenen Punkte, z. B. F zum Brenn- 


punkte und die Gerade HI zur Directrix hat. 
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Verbindet man den zweiten Punkt X mit F\, so liegt das 
Centrum des gesuchten Kreises auch in dem Mittellothe 7’M 
dieser Strecke. 

Dieses Mittelloth liefert daher die gesuchten Kreiscentren 
als Schnittresultat mit der Parabel. 


Von den beiden Tangentialkreisen wurde bloß einer ein- Se 


gezeichnet. 


Da man auch den Punkt X als Brennpunkt einer zweiten 


Hilfsparabel verwenden konnte, so treten die Centra der gesuchten 
Kreise auch als Schnittresultat beider Parabeln auf. 
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Die Fig. 57 gibt noch Anlass zu einigen interessanten 


Betrachtungen. 


Fasst man den Brennpunkt F als Centrum jener Ähnlichkeit 
auf, welche durch die Directrix und die Scheiteltangente BE 


ist, so sind P=Y und T homologe Punkte. 


Dem Berührungskreise FYZ an die Directrix entspricht 


- dann der Berührungskreis FTM an die Scheiteltangente. Sein 
- Centrum M‘ halbiert den Leitstrahl MF. Der Berührungspunkt 


T liegt in der Normalen M’T zur Scheiteltangente. 


Die Centra M und M’ der beiden Kreise sind homologe 
Punkte und müssen ähnliche Örter besitzen. Demnach befindet 
sich der Punkt M’ auf einer zweiten Parabel, welche zur ersten 
ähnlich gelegen ist. 

Da der Proportionalitätsfactor dieser Ähnlichkeit infolge 
der Lage der Scheiteltangente gleich #4 ist, so besitzt die neue 
Parabel die halbe u ll der uräprünglichen und den Brenn- 


punkt F. 


Durch analoge Schlussfolgerungen findet man, dass auch 
der Punkt Z eine Parabel zum Orte hat, welche den Brenn- 
punkt F' besitzt und zur Hauptparabel ähnlich liegt. Sie besitzt 
die doppelte Ausdehnung der Hauptparabel und hat die Directrix 
der letzteren zur Fußpunktcurve. Diese zuletzt erwähnte Parabel 
wurde in der Figur weggelassen. 


8. 58. 
Die Parabel als Enveloppe ihrer Tangenten. 


Wenn sich (Fig. 58) ein rechter Winkel so bewegt, dass 
der eine Schenkel beständig durch den festen Punkt F geht, 
während der Scheitel 7 in der Fußpunkteurve AT' gleitet, so 


 _ umhüllt der andere Schenkel MT nach den en des 


8. 55 die Parabel. 


Den Berührungspunkt M einer solchen Tangente erhält man, 
indem man durch den in der Verlängerung des Schenkels FT 
befindlichen Directrixpunkt Y die Normale zur Directrix zieht 
und mit der Tangente zum Schnitte bringt. : 


Rückt der Brennpunkt näher an den Scheitel A, so wird 


- die Parabel immer schmäler. 


Scheitel A - a Enyeloppe, £ je 
Tangenten betrachten, 


punkteurve BU und dem ne 
befindlichen Brennpunkte Fe oz 
abgeleitet. gedacht werden, VE 


In Anbetracht des Obig 
kann die Parabel in ein Paar. 

- Punkten degenerieren,welche einen 
unendlich großen Abstand haben. 


Parabel als Enveloppe, löst man r er 


8l 


$. 60. 


Construction der Parabeltangenten durch einen 
gegebenen Punkt. 


Sollen von einem außerhalb der Curve befindlichen Punkte 
M (Fig. 60) an diese die Tangenten gezogen werden, so verbindet 
man M mit F und halbiert diese Strecke. 


Fig. 60. 


Von dem Halbierungspunkte M’ aus beschreibt man sodann 
über MF' als Durchmesser den Kreis und markiert die Schnitt- 
punkte 7, und 7, mit der Fußpunktcurve. 


Die Geraden MT, und MT, sind schon die verlangten Tan- 
_ genten, denn MT,F und MT;F sind als Peripheriewinkel im 
Halbkreise rechte Winkel. 

- Ihre Tangierungspunkte werden mit Hilfe der Directrix- 
punkte Y, und Y, wie gewöhnlich bestimmt. 


Die Construction gestattet noch eine zweite Auffassung, 
wenn man überlegt, dass die Dreiecke FYıM und F'Y3M gleich- 
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schenklig sind und den Schenkel MF gemeinsam haben. Aus 
diesem Grunde bestehen die Gleichheiten 


MY =MF=MY, .--.:.... 1) 
SEM Y, MT; N En 2) 
und I FMT,—=.IL Y3MT2. 27 Te ee 3) 


Nach 1) liegen die Punkte Y, und Y, der Direetrix auf 
dem von M aus mit dem Radius MF beschriebenen Bogen und 
konnten daher auch direct gefunden werden. 

Die Tangenten ließen sich nach 2) und 3) auch als 
Halbierungslinien der Bogen F'Yı und F'Ys construieren. 


8. 61. 


Construction der Parabeltangente parallel zu einer 
gegebenen Geraden. 


Hat man die Tangente parallel zu einer gegebenen Geraden 
RS (Fig. 61) zu construieren, so fällt man vom Brennpunkte F 
aus zu dieser Richtung die 
Normale. | 

Diese schneidet die Fuß- 
punktcurve in einem Punkte 
T, der gesuchten Tangente. 

Der Tactionspunkt M, er- 
gibt sich wie früher. 

Die obige Construction 
kann aus den Constructionen 
des 8.60 durch Grenzübergang 
abgeleitet werden, indem man 
den Punkt M in Fig. 60 nm 
der Richtung der Geraden RS 
(Fig. 61) ins Unendliche ver- 
schiebt. 

Sowohl der von M’ aus als 
auch der von M aus beschrie- 
bene Hilfskreis degeneriert 


Fig. 61. in die zur RS normale Brenn- RE 


punktsecante. 
Die Punkte Y; und M, rücken dabei in unendliche Ferne. 
Die Relationen für die Parabel entfallen aus dem Grunde, 
weil die Maßzahlen a, d, c und k unendlich groß sind. 


Drin 
Sin 
pe. 


ein Parallelogramm. Daraus 


8. 62. 
Der Osculationskreis der Parabel. 


Fig. 62 stellt die Tangente MT und die Normale MS eines 
Parabelpunktes vor. 
Die Tangente wurde als Diagonale des Rhombus MFTP 


 construiert und man erhält aus der Figur 


TRZPM., Sn END 1) 


Da die Diagonalen des Rhombus zu einander senkrecht 
stehen, so ist die Tangente MT außer zur NE noch 


-zu PF normal. Aus diesen 


Gründen ist aber PF||MS 
und daher das Viereck PFSM 


folgt aber 


EZ PM. re. 2) 
Aus 1) und 2) resultiert: 
Ber Eu... 28) 


Der Punkt $ ist das Cen- 
trum eines Kreises, welcher 
die Parabel in den Punkten 
M und N tangiert und daher 
mit der letzteren vier Punkte 
gemein hat, von denen je zwei 
sich decken. 

Lässt man M gegen den 
Scheitel A hin rücken, so wird 
der Kreis Kleiner. Er erreicht 
die kleinste Dimension, wenn 


Fig. 62. 


M nach 4 fällt. 


. In diesem Falle deckt sich aber MT mit der Scheitel- 
tangente, und der neue Punkt 7” fällt auf A. 
Bezeichnet man den Normalenpunkt in der entsprechenden 
Grenzlage mit 5°, so liefert 3) die Beziehung 
PS IA BEE 4) 


Diese Relation enthält das Mittel für die Construction des 
Krümmungscentrums 5‘, denn der von $’ aus mit AS’ als Halb- 


messer beschriebene Tangentialkreis hat mit der Parabel vier 
zusammenfallende Punkte gemein. 


6* 


er 
Bee 
EFT 
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Addiert man zu 4) die Identität 
AF—='AR, 

so erhält man mit Rücksicht auf die Figur 
ASS IAR: 


Da aber AS’ den Radius des Schmiegungskreises und 2AF 
die Länge des Parameters vorstellt, so ergibt sich in Maßzahlen 


ee 
Der Radius des Schmiegungskreises ist dem Parameter gleich. 
Auf dieses Resultat hätte man auch durch Grenzübergang 
schließen Können. 


Die Schmiegungskreise für die Nebenscheitel sind unend- 
lich groß. 


V-Gapttel 


Die Hyperbel. 


8. 63. 
Die zweite Symmetrie der Hyperbel. 


Sind M und N (Fig. 63) zwei Punkte der Hyperbel, welche 
auf einer zur Achse parallelen Secante liegen, so gilt die Pro- 


portion MF:MP=NF:NP =... sa 


Durch Umformung dieser Proportion erhält man folgende 


Beziehungen MF+NF:MP&NP—=e 0 


Zieht man PF' und beachtet man, dass 
ie ee in 


die Projection der Strecke PF auf die Richtung PQ vorstellt, 


so ergibt sich nach dem Pythagoräischen Lehrsatze für schief- 
winklige Dreiecke aus A MFP 


MF® = PF2 + MP? + 2MP. RF 
und aus \ NFP 
NF?= PF2? + NP2— 2NP.RF. 
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In diesen Ausdrücken hat man sich an Stelle der Strecken 
deren Längenzahlen zu denken. 
Die beiden letzten Gleichungen liefern durch Subtraetion 
MF® — NF? = MP? — NP? -—+- 2RF(MP-+ NP) 
oder 
(MF+ NF|(MF— NF\=(MP-+ NP\\MP— NP)+2RF (MP+ NP. 
Dividiert man beiderseits durch das Product 
(MP+ NP) (MP— NP), 


Me 


so ergibt sich unter Bezug auf 2) 
2RF 
ET GMPESNBE 
Hieraus erhält man 
RF 3) 


HKMP—ND=——=h....... 


wenn der für alle Hyperbelpunkte constante rechte Theil mit & 
bezeichnet wird. 
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Der linke Theil repräsentiert den Abstand des Centrums 
O0“ der Strecke MN von der Directrix HI, denn es ist 
0P=1 MN— NP 
—=4(MP+- NP) — 
OP=1(MP— NP). 
Demnach geht die Gleichung 3) über in 
(RA 

Mithin hat der Mittelpunkt O/ aller zur Achse parallelen 
Sehnen die Gerade CD zum geometrischen Orte, welche den 
Abstand %k von der Directrix besitzt. 

CD heißt die Nebenachse oder die imaginäre Achse; die letztere 
Bezeichnung findet in dem Umstande ihre Erklärung, dass dieser 
Achse keine reellen Scheitel entsprechen. 

Die Nebenachse ist die zweite Symmetrale der Hyperbel. 

Da nun die Hyperbel die beiden Symmetrieachsen AB und 
CD besitzt, so ist sie nach den allgemeinen Sätzen über zwei- 
achsige Symmetrie auch centrisch symmetrisch. Der Schnittpunkt 
O der Achsen ist das Centrum dieser centralen Symmetrie und 
halbiert jede durch ihn gehende Sehne wie MM‘. | 

Alle Sehnen durch das Centrum führen den Namen reelle 
Durchmesser oder Diameter. AB ist der kleinste Durchmesser. 
Die größten Durchmesser haben eine unendliche Länge und werden 
durch die Asymptoten repräsentiert. 

Jeder Durchmesser wird durch das Centrum in zwei Halb- 
messer oder Radien getheilt. 

Da die Tangenten in den Enden M und M’ eines Durch- 
messers centrisch symmetrisch sind, so laufen sie zu einander 
parallel. 

Jede Asymptote a zwei zusammenfallende Tangenten. 

Die Tangenten sind im allgemeinen schief zu den Radien 
der Berührungspunkte. Eine Ausnahme hievon machen bloß 
die Scheiteltangenten. 


Jene Durchmesser und Radien, welche so zwischen den 


Asymptoten liegen wie die Nebenachse, werden imaginär genannt, 
weil ihnen keine reellen Curvenpunkte zukommen. 

Aus der zweiten Symmetrie folgt weiter, dass der Curve 
noch ein zweiter Brennpunkt @ und eine zweite Directrix KL 
mit dem Transversalenpunkte S entsprechen. 
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G und KL können unter Beibehaltung der Charakteristik 
& ebensogut zur Construction der Hyperbel herangezogen werden, 
wie die ursprüngliche Directrix AI und ihr Brennpunkt F. 
Die Strecke OF oder OG wird zum Unterschiede von der 
numerischen Excentricität & als lineare Excentrieität bezeichnet. 
Der Nebenachse CD entsprechen weder reelle Directrices 
noch Brennpunkte. 


8. 64. 
Das Vectorengesetz für die Hyperbel. 


Aus der Relation 3) in S. 63 folgt 
MP— NP=2k. | 
Setzt man diesen Wert in die erste der Proportionen 2) ein, 
so resultiert MESINB- ILS 


Hieraus erhält man 
MF— NF=e.2%k. 
Da aber vermöge der zweiten Symmetrie NF' gleich dem 
Leitstrahle M@ ist, so hat man schließlich 
MW MG Er 2ke nn. ar eh 


Hierin ist das Gesetz ausgesprochen: 

Die Differenz der Vectoren eines Hyperbelpunktes ist eine con- 
stante Größe. 

Um über diese Constante näheren Aufschluss zu erlangen, 
wendet man das gefundene Gesetz auf den Scheitel B an, welchem 
die Vectoren BF und BG zukommen, und erhält 

BF— BG =e.2k. 

Setzt man anstatt BG den symmetrischen Vector AF, so 
folgt weiter DR AR EROR, 

Der linke Theil ist aber, wie man aus der Fig. 63 ersieht, 
gleich AB, und es ergibt sich also 

AB ZE.SBLE RR 

Aus 1) und 2) folgt schließlich: 


oder in Worten: MF— MG = AB 


Die Differenz der Leitstrahlen eines Hyperbelpunktes ist der 
reellen Achse gleich. 
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8. 685. 
Kriterien für die Lage eines Punktes zur Hyperbel. 


In Figur 64 liegt der Punkt M’ innerhalb der Hyperbel. 


un ıal MF—= MM+ MF. 
Aus A M’M@G folgt: 
MG < MM+MG. 


Durch Subtraction der beiden letzten Verbindungen ergibt sich 

MF— MG >MF— MG. | 

Der rechte Theil ist, weil M in der Curve liegt, nach dem 
Vectorengesetze gleich AB, und es resultiert 

M'F. = MG >aABI 

Für den außerhalb der 


Hyperbel gelegenen Punkt 
M’ erhält man zunächst 


M'F+M"M=MF. 
Aus A M“MG folgt: 

M"G@ + M"M > MG. 

Die Subtraction liefert 


aus den beiden letzten Be- 
ziehungen | 
M’F — MG < ME — MG, 
woraus man wie oben weiter 
erhält 

M’'F—- M"G<AB...2) 


PA 


Fig. 64. 


Aus 1) und 2) folgen die Sätze: 


Für innerhalb der Hyperbel gelegene Punkte ist die Vectoren- 
differenz größer und für außerhalb befindliche Punkte kleiner als 
die Hauptachse. 


Da man die Umkehrbarkeit der obigen Sätze und des 
Vectorengesetzes auf indirectem Wege leicht begründen Kann, 
so nehmen die allgemeinen Kriterien für die Lage eines Punktes 
zum Kegelschnitte für die Hyperbel die besondere Fassung an: 

Ein Punkt liegt innerhalb, in oder außerhalb der Hyperbel, je 
nachdem die Differenz seiner Leitsirahlen größer, gleich oder Keemer 
ist als die Hauptachse. 
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8. 66. 


Construction der Hyperbel aus den Brennpunkten 
und der Hauptachse. 


Auf Grund des Vectorengesetzes lässt sich die Hyperbel 
aus den Brennpunkten und der reellen Achse leicht construieren. 


Nimmt man (Fig. 65) AJ > AG als Länge des größeren 
Leitstrahles an, so ist BJ die Länge des zugehörigen Vectors. 


Beschreibt man also mit 
diesen Strecken von den bei- 
den Brennpunkten aus die 
vier Kreise, so schneiden sich 
je zwei derselben, welche ex- 
centrisch liegen, in einem 
Punkte der Hyperbel. 

Ist z. B. M einer der vier 
Schnittpunkte, so hat man 
wegen 

MF=AJ und MG=BJ 
MF-—- MG = AJ-— BJ= AB. 
Hieraus erkennt man, dass 
M ein Punkt der Curve ist. 

Durch Wiederholung der 
Construction können beliebig vielePunkte der Hyperbel gefunden 
werden. | 

AF und B@ sind die kleinsten Leitstrahlen. Die größten 


Leitstrahlen laufen zu den Asymptoten parallel und sind un- 
endlich lang. 


Fig. 65. 


8. 67. 
Der Hyperbolograph. 


Die punktweise Construction der Hyperbel in 8. 66 lässt 
sich durch eine andere ersetzen, welche auf demselben Prineipe 


beruht, aber sofort den gesuchten Linienzug gibt. 


Der Hyperbolograph (Fig. 66) besteht aus einem Lineale 
FJ, welches an dem einen Ende eine Öse besitzt und mit einer 
durch die letztere gesteckten Pikiernadel im Brennpunkte F 
drehbar befestigt wird. 


ni Fr 
a © 
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An dem anderen Ende J des Lineales ist ein Faden an- 
‘geknüpft, welcher um die Hauptachse der zu beschreibenden 
Hyperbel kürzer ist als das Lineal. Der Faden trägt an dem 


losen Ende eine Knotenschlinge, welche man beim Gebrauche 
um die im zweiten Brennpunkte eingespießte Nadel hängt. 

Beim Gebrauche wird das Lineal soweit nach aufwärts 
gedreht, bis der Faden gespannt ist. Dann setzt man mit der 
Zeichenspitze bei J an den Faden an und drückt gegen den 
Brennpunkt F hin 


ER 


Fie. 66. 


Dadurch entsteht im Faden ein Bug; das Stück MJ wird 
immer länger und bleibt anliegend an dem Lineale, welches sich 
von selbst nach abwärts dreht. 


Während dieser Drehung beschreibt der Stift einen Hyperbel- 
bogen, denn es ist für jede Lage des ersteren 


MF—- MG =FY= AB. 
Am Schlusse der Drehung langt der Stift im Scheitel 5 an. 


Um die übrigen Hyperbelbogen zu verzeichnen, muss man 


den Apparat noch dreimal entsprechend einstellen. 


Die Construction ist auf Punkte beschränkt, deren größerer 
Leitstrahl höchstens die Lineallänge FJ erreichen Kann. 


"I ar Te % ann | el ve 
er Del ei ARERTE TIER. = 
ı er % > 


Je größer AB im Vergleiche zu F@ ist, desto convexer 


fällt die Hyperbel an den Scheiteln aus. 


Ist der Überschuss von FG über AB unendlich klein, dann 
stellt die Hyperbel „leichsam die Fermenns zweier unendlich 
schmaler Parabeln dar. 

Wenn die Brennpunkte mit den Scheiteln zusammenfallen, so 
entartet die Hyperbel in zwei Halbstrahlen, welche von den Scheiteln 
ausgehen und nach entgegengesetzten Richtungen verlaufen. 

Ist AB im Verhältnisse zu F'@ klein, so steigen die Hyperbel- 
äste steil zur Hauptachse auf und nähern sich für eine unendlich 
kleine Scheiteldistanz AB einem Paare mit der Nebenachse 
zusammenfallender Geraden als Grenze. 


8. 68. 
Das Tangentengesetz für die Hyperbel. 


In Fig. 67 ist die Tangente TU mit Hilfe beider Directrices 
und Brennpunkte construiert worden. 


Fig. 67. 


Für den Berührungspunkt M hat man die Proportion 
MF: MP =MG:MO =: 
oder MEEMGSZMRNSMOR 2. ee 


. pr u te 
j | » - ; MR 
17 " . 3 
\ t Fr © “ 


Weil die Dreiecke MPT und MQU ähnlich sind, so besteht 
die Proportion MT: MU= MP:MQ..... 2 Ve 
Aus 1) und 2) resultiert 
MF: MG = MT: MU. 


Fasst man diese Proportionalität mit der Gleichheit der 
rechten Winkel bei # und @ zusammen 


e ‚ so ergibt sich nach 
einem bekannten Ahnlichkeitsatze 


A .MFT DA MGU. 
Hieraus folgert man aber sofort 


32 IME.— 32. UMNG 
Diese Gleichheit enthält das Gesetz: 


Die Tangente bildet mit den Vectoren des Bora un geREEE 
gleiche Winkel. 


8. 69. 


Construction der Tangente in einem Hyperbelpunkte 
mittels der Brennpunkte. 


Das im vorhergehenden $. gefundene Gesetz kann zur Con- 


struction der Tangente in einem gegebenen Hyperbelpunkte M 
(Fig. 68) mit Vortheil verwertet werden 


Fig. 68. 


Man halbiert einfach den Winkel zwischen den Leitstrahlen 4 
MF und MG. Die Elb erunznEn MT ist dann die verkause 4 
Tangente. 
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Die Normale MS zur Tangente halbiert nach einem bekannten 
Datze der Elementargeometrie den Außenwinkel @MZ der Vectoren 
und kann auf Grund dieser Eigenschaft auch direet gefunden 
werden. 


8. 70. 
Die Fußpunktcurve der Hyperbel. 


In Fig. 69 wurde der Leitstrahl MF' eines Curvenpunktes 
über den anderen Leitstrahl M@ gelegt, so dass man hat 


MRE=ME2E.. N. Se 
Nach dem Veectorengesetze ist dann 
Ya = AB. Ds 
EB 
ie 


2 


Fie. 69. 


Deshalb hat der Punkt Y den vom zweiten Brennpunkte G 
aus mit der Hauptachse beschriebenen Kreis zum Orte. Dieser 
möge der Leitkreis oder der Directionskreis heißen. 


Vertauscht man die Rollen der beiden Brennpunkte, so 
ergibt sich ein zweiter Directionskreis vom Centrum F\, von 
welchem man einen analogen Gebrauch machen könnte wie von 
dem ersten. 
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Fällt man in dem nach 1) gleichschenkligen Dreiecke FYM ®. 
die Höhe MT | FY, so halbiert diese bekanntlich die Basis Fr 


und den Winkel am Scheitel M. Demnach ist ee 
TF = TY.:. 2 Ve 2 : ; 
und IS FNTI—ISTMT 2 R 


Vermöge der letzten Beziehung ist MT die Tangente in M; 
T dagegen ist der Fußpunkt der vom Brennpunkte F auf diese 
Tangente gefällten Normalen. \ 
Gemäß 3) ist 7 der Halbierungspunkt von FY und wegen a 
der Symmetrie O das Centrum von F'@. 
Aus diesen Gründen ist 


FT:FY=FO:FG=1:2.% 2 0 


Zufolge dieser Proportion und der Gemeinsamkeit des Win- | 
kels bei F ist "A FTOOdAFYG. | 3 
Daraus folgt aber mit Bezug auf 4) E 
IE ER. 3 
und mit Rücksicht auf 2) 
OT2 AB=152; 


woraus man erhält OT=4AB=OA. 


Hierin ist der Satz enthalten: E 
Der Fußpunkt T der vom Brennpunkte F auf eine Tangente 
gefällten Senkrechten hat den über der Hauptachse als Durchmesser 
beschriebenen Kreis zum geometrischen Orte. we 
Dieser Kreis wird die Fußpunktcurve der Hyperbel oder 
auch ihr Hauptkreis genannt. a 
Da der Hauptkreis dieselben Symmetrieachsen besitzt wie 
die Hyperbel, so ist der Hauptkreis zugleich Fußpunkteurve : 
für den zweiten Brennpunkt @. ee 
Der Fußpunkt U der von @ aus auf die Tangente MT 
sefällten Normalen liegt also ebenfalls im Hauptkreise. = 


5. 71. 
Kriterien für die Lage einer Geraden zur Hyperbel. En 


Verschiebt man die Tangente TU in Fig. 70 parallel zu # 
sich selbst gegen das Innere der Curve hin, so sind die vonden 
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ee "Brennpunkten aus auf die verschobene Gerade 7’U‘ gefällten 


Normalen identisch mit den Normalen auf die Tangente. 

| Die neuen Fußpunkte 7’ und U’ liegen aber jetzt außerhalb 
- des Hauptkreises, und die Gerade 7’U’ ist eine Secante der Hyperbel. 
In gleicher Weise überzeugt man sich durch Parallel- 
verschiebung der Tangente nach außen leicht, dass die Fuß- 


_ punkte 7” und U“ der von 


den Brennpunkten aus auf 


die Gerade 7”U” gefällten 
Normalen in das Innere des 
Hauptkreises fallen und dass 
die Gerade in diesem Falle 
an der Hyperbel vorbei geht. 

Demnach gelten die Sätze: 

Der Fußpunkt der von einem 
Brennpunkte auf eine Secante 
gefällten Normalen liegt außer- 
halb und der Fußpunkt der 
Normalen auf eine an der 
 Hyperbel vorbeigehende Gerade 
innerhalb des Hauptkreises. Fig. 70. 

Durch Umkehrung der vor- 
stehenden Sätze und des Satzes in $. 70 erhält man für die Lage 
einer Geraden zur Hyperbel folgende Kriterien: 

Eine Gerade schneidet die Hyperbel, tangiert sie oder geht an 
ihr vorbei, je nachdem der Fußpunkt der von einem Brennpunkte 
auf sie gefällten Normalen außerhalb, in oder innerhulb der Fuß- 
punktcurve sich befindet. 


Sr 
Die Hyperbel als geometrischer Ort von Kreiscentren. 


Beschreibt man von M (Fig. 71) aus mit MF als Radius 
den Kreis, so geht dieser gemäß 1) in 8. 70 auch durch den 
Punkt Y. 

Da der Punkt Y diesem Kreise und dem Directionskreise 
zugleich angehört und außerdem in der Centralen MG beider 
Kreise liegt, so tangieren die letzteren einander. 

Dies gibt den Satz: 

Die Hwyperbel ist der geometrische Ort für das Centrum M 


eines Kreises, welcher beständig durch den Brennpunkt F' geht und 
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den vom anderen Brennpunkte G aus beschriebenen Directionskreis 
tangiert. | 
Diese Beziehung könnte man zu einer theoretisch inter- 
essanten Lösung des Apollonischen Tactionsproblemes in dem 
Specialfalle benützen, wenn durch zwei außerhalb eines Kreises 
gelegene Punkte ein Tangentialkreis an den ersteren zu legen ist. 


Fig. 71. 


Es sei der Directionskreis der gegebene Kreis, und F und X 


seien die gegebenen Punkte. Dann liegt das Centrum M des 
gesuchten Kreises in jener Hyperbel, welche einen der gegebenen 
Punkte z. B. F und das Centrum @ des gegebenen Kreises zu 
Brennpunkten und den Radius des letzteren zur Hauptachse hat. 

Verbindet man den zweiten Punkt X mit F, so liegt das 


Centrum des gesuchten Kreises auch in dem Mittellothe 7’M 


dieser Strecke. 
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Dieses Mittelloth liefert daher die fraglichen Kreiscentren 
als Schnittresultat mit der Hyperbel. 
Von den beiden Tangentialkreisen wurde bloß einer ein- 


gezeichnet. 


Da man auch den Punkt X als Brennpunkt einer zweiten 
Hilfshyperbel verwenden konnte, so treten die Centra der 


| gesuchten Kreise auch als Schnittresultat beider Hyperbeln auf. 


Die Fig. 71 gibt noch Anlass zu einigen interessanten 
Betrachtungen. | 

Da sich die Abstände der Centren O und @ des ‚Haupt- 
kreises und des Directionskreises vom Brennpunkte gerade so 
verhalten wie ihre Radien (nämlich wie 1:2), so ist F ein 
Ähnlichkeitscentrum der beiden Kreise. 

In den durch diese Kreise bestimmten ähnlichen Systemen 


| sind T und Y homologe Punkte. 


Dem Berührungskreise FYZ an den Directionskreis ent- 
spricht dann der Berührungskreis #T'M an den Hauptkreis. Sein 
Centrum M’ halbiert den Leitstrahl MF. Der Berührungspunkt 7 
beider Kreise liegt in der Centralen M’O. 

Die Centra M und M’ der beiden Kreise sind homologe 
Punkte und müssen ähnliche Örter besitzen. Demnach befindet 


sich der Punkt M’ auf einer zweiten Hyperbel, welche der 


ersteren ähnlich ist. 

Da dieser Ähnlichkeit der Proportionalitätsfactor 4 ent- 
spricht, so besitzt die neue Hyperbel die halbe Ausdehnung der 
ursprünglichen und die Brennpunkte F und O. 

Durch analoge Schlussfolgerungen findet man, dass auch der 
Punkt Z eine Hyperbel zum Orte hat, welche als einen Brenn- 
punkt F' und das Oentrum @ besitzt. Diese Hyperbel ist der Haupt- 
hyperbel ähnlich, hat die doppelte Ausdehnung der letzteren und 
den Directionskreis zur Fußpunktcurve. Sie wurde nicht ein- 
gezeichnet. 


8. 73. | 
Die Hyperbel als Enveloppe ihrer Tangenten. 


Bewegt sich (Fig. 72) ein rechter Winkel so, dass der eine 


Schenkel TF beständig durch den festen Punkt F' geht und dass 


der Scheitel 7’ an der Peripherie des Hauptkreises gleitet, so 
umhüllt der andere Schenkel TU nach den Entwicklungen des 


8.70, Fig. 69 die Hyperbel. 


Breuer, Constr. Geometrie d. Kegelschnitte, Fr 
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Den Berührungspunkt M einer solchen Tangente erhält man, 
indem man den auf der Verlängerung von FT befindlichen Punkt Y 
des Directionskreises mit dem anderen Brennpunkte @ verbindet. 

Bei der praktischen Ausführung der Construction empfiehlt 
sich anstatt der Errichtung der Normalen TU zu TF folgendes 
Verfahren. 

Man zieht G@U || FT und verbindet den Punkt U des Haupt- 
kreises mit dem Punkte 7. T und U sind dann die Fußpunkte 
der von den beiden Brennpunkten aus auf die Tangente gefällten 
Normalen. Das Weitere ist wie früher. 


Fig. 72. 


Rücken die Brennpunkte gegen die Scheitel A und B hin, 
so nähern sich die Hyperbeläste der Achse. 

Sobald aber die Brennpunkte mit den Scheiteln zusammen- 
fallen, gehen sämmtliche Tangenten durch die Scheitel. Die 
Umhüllungscurve degeneriert dann in das Punktepaar A und B. 


8. 74. 
Die Asymptoten der Hyperbel. 


Unter den Lagen des erzeugenden rechten Winkels in 8. 73 | 
sind jene bemerkenswert, bei welchen der Brennpunktschenkel 
den Hauptkreis berührt. 
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Weil der Brennpunkt nach 8. 72 das Ähnlichkeitscentrum 
für den Hauptkreis und den Direetionskreis ist, so berührt der 
vorgenannte Schenkel des Erzeugungswinkels auch den letzteren. 

Der umhüllende Schenkel geht durch das Centrum der Curve. 

Sind FT, und FT; (Fig. 73) die beiden Tangenten des Haupt- 
kreises und Y;, und Y, die entsprechenden Punkte des Directions- 
kreises, dann liegen die Berührungspunkte der Hyperbeltangenten 
OT, und OT, in den Strahlen @Yı und GY:. 


x % 
4 
BD 


N 


Fig. 73. 


Weil aber nach 8. 70,3) Tı und 7, die Mitten der Strecken 
FY, und FY, sind und weil ferner O das Centrum der Brenn- 
punktdistanz F@ ist, so ist 


OT, | @Yı und OT; || @ Ya. 


Die Schnittpunkte M, und M, dieser Geradenpaare liegen 
deshalb in unendlicher Entfernung. 

Die Tangenten durch das Hyperbelcentrum sind demnach 
die von früher her bekannten Asymptoten. 

Wenn die Scheitel gegen das Centrum rücken, so nähert 
sich die Hyperbel den Asymptoten als Grenze. 

Die Punkte 7, und 7, sind noch dadurch interessant, dass 
die zum Brennpunkte F gehörige Directrix durch die ersteren 


_ hindurchgeht. 


7* 


FE 


ER NEE TER RTIETE. DT TEN NS et SR REN SE AR RN FE CARE TLE 
RA? u & “ er Re ,® N ar SE Puch RER, E a b f 


100 


Die Leitstrahlen der unendlich fernen Punkte M,. ne N 
sind zu den Asymptoten parallel. und die zu den ersteren im. 
Brennpunkte errichteten Normalen stehen auch zu den letzteren 
senkrecht. Aus diesem Grunde decken sich aber die Normalen 
mit den Kreistangenten FT, und FT;. . | 

T, und 7, sind daher die nach 8.15 construierten Directrix- 
punkte der Asymptoten. 

Zieht man (Fig. 74) die Scheiteltangente in A und sucht 
den Schnittpunkt W, mit der Asymptote O7,, so erhält man 
die Dreiecke OAW, und OT,F, welche den rechten Winkel sowie 


die Katheten OA und OT, gleich haben und außerdem den Winkel 


bei O gemeinsam besitzen. Des- 
halb sind diese Dreiecke con- 
gruent, und es folgt 


oM=OR. 
AWZTER ae 2) Age 


In 1) ist ein neues Mittel Bi 
zur Construction der Asymp- 
toten enthalten. \ 


Man beschreibt von O aus a 
mit der linearen Excentrieität 
OF den Kreis und markiert 
die Schnittpunkte W,, Wı, ii 
und X, desselben mit den > 
Scheiteltangenten. ch 
Diese Punkte geben, kreuzweise verbunden, die Asymptoten. 

Zieht man noch WıX, und WsX,, so wird dureh diese Er 
Linien in der Nebenachse das Stück CD begrenzt, vera als 
Maß dieser Achse gilt. | 

Da die Gestalt der Hyperbel durch das Verhältnis dar. 
Achsen AB und CD vollkommen bestimmt ist, so hat man den Satz: u 

Zwei Hyperbeln sind ähnlich, wenn sie dasselbe Achsn- 
verhältnis besitzen. 372 

Der entsprechende Congruenzsatz lautet: 

Zwei Hyperbeln sind congruent, wenn sie Baanıayan gleiche 
Achsen haben. io 

Sind die Achsen AB und CD einander gleich, so ist das = 
Viereck WıW3; X,X, ein Quadrat, und die Asymptoten stehen. 5 
deshalb normal zu einander. br 

Eine solche Hyperbel wird bekanntlich gleichseitig genannt. Be 
Besser noch wäre sie als gleichachsig zu bezeichnen. E 


- — — Hyperbel als Umhüllungslinie 
- ihrer Tangenten finden Ver- 
wendung, wenn es sich darum 
handelt, aus den unzählig 


- punkte M (Fig. 75) construiert 
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8. 75. 


Construction der Tangente in einem gegebenen 
Hyperbelpunkte. 


Die Eigenschaften der 


vielen Tangenten eine oder 
zwei von bestimmter Be- 
schaffenheit herauszuheben. 

Soll z. B. die Tangente 
in einem gegebenen Hyperbel- 


werden, so zieht man den 
trahl MF' und verbindet 
den Mittelpunkt M’ desselben Fig. 75. 


‚mit dem Hyperbelcentrum O. 


Der Schnittpunkt 7 dieser Verbindungslinie mit dem Haupt- 


 kreise ist nach $. 72 ein zweiter Punkt der gesuchten Tangente. 


8. 76. 


Construction der Hyperbeltangenten durch einen 
gegebenen Punkt. 


Um jene Tangenten zu erhalten, welche durch den außerhalb 


der Hyperbel befindlichen Punkt M (Fig. 76) gehen, verbindet 


man diesen Punkt mit einem Brennpunkte z. B. F und beschreibt 
über der Strecke MF als Durchmesser den Hilfskreis vom 
Centrum M‘. 

Dieser liefert im Durchschnitte mit dem Hauptkreise die 
beiden Tangentenpunkte 7, und 7%. MT, und MT; sind die 
fraglichen Tangenten, denn MT,F und MT;F sind als Peripherie- 


winkel in der Hälfte des Hilfskreises rechte Winkel. 


Die Berührungspunkte M, und M,; werden mit Hilfe der 
auf den Verlängerungen von FT, und FT, liegenden Punkte 


i - Yı und Y, des Directionskreises wie gewöhnlich bestimmt. 


Befindet sich der gegebene Punkt zwischen den Asymptoten 


E _ und einem Theile der Curve, so finden beide Berührungen an 
_ diesem Theile statt. 


En: en wenn man bau Eh die FYM uni 
gleichschenklig sind und den Schenkel MF gemeinsam 


Aus diesen Eigenschaften folgen die Gleichheiten 
ML—MF=mn, 

INHMLR=HFMTn.. 

X YMT; 


ne 76. 


5 Pau‘. I "| ee ee eh a ee u Ne, A a ne u rt 
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103 


"22, 


8. 77. 


e _ Construction der Hyperbeltangenten parallel zu einer 
VER ZEE N gegebenen Geraden. | 


Be Die Tangenten parallel zu einer gegebenen Geraden RS 
 (Eig. 77) ergeben sich, indem man vom Brennpunkte F auf die- 
selbe die Normale fällt und dann die Schnittpunkte 7; und 7; 
- der letzteren mit dem Hauptkreise markiert. 

Die durch 7; und 7% zu RS parallel gezogenen Geraden 
sind schon die gesuchten Tangenten. 


Fig. 77. 


Ihre Berührungspunkte M, und Ms, liegen auf den Ver- 
bindungslinien des zweiten Brennpunktes @ mit jenen Punkten Yı 
_ und Y,, welche die Normale mit dem Directionskreise gemein hat. 
Fällt einer der Punkte Y, und Y, außerhalb der Zeichen- 
fläche, so benutzt man den Umstand, dass M,M; ein Durchmesser 
der Hyperbel ist und im Centrum O halbiert wird. 
Diese Construction kann aus Fig. 76 durch Grenzübergang 
abgeleitet werden. 
Wenn man nämlich den Punkt M in der Richtung RS ins 
- Unendliche verschiebt, so geht der Hilfskreis in die Normale zu 
RS über. i | | 


£ struction für einen unendlich fernen Pe Mm he drenze ü 
- degeneriert der von M aus mit dem Halbmesser MF beschrieb: 1e 
Kreis auch in die zur Richtung 25 von M nor Brennpun 
ze secante. | RE n 
| N. Ba: 

Palsnoren an der Hyperbei 


2 In Fig. 78 sei die un durch die Achsen AB 5 % 
= | | gesehen, 


Die Brennpunkte F und @ ergeben sich nach. er 
von O mit dieser Diagonalen beschriebenen Kreise. i 


RL 


on F auf die Asymptote W, gefällten Normalen. Die Direetrix 
5 2 wird senkrecht zur Achse AB gezogen. 


samen Linien mit irgend einer Längeneinheit gemessen und die 


taben bezeichnet. 


. | Bi Maßbeziehungen 


ae eb 

& ker ee 

und Ba aba... 
Me Aus A ORT, DA 04W, 


3 folgt die Proportion OR:OA=OT,.:OMW, 
oder, da T, nach 8. 74 im Hauptkreise liegt, in Maßzahlen 
Ka 70: C, 


woraus man erhält a2 


k=— une . a +) 
| Aus AFRT WDAW,AO 
N - folgt FR:W, A — FT,:WıO. 


Nach 2) in 8. 74 ist FT} = AW, und hat daher die Länge b. 
Demnach lautet die obige Proportion in Zahlen 


Gear Dr6. 
Hieraus ist : b2 
q en g% ° A o ° - - . . a 5) 


e Errichtet man in F die Normale FM zu FO, so ergibt sich 
aus dem rechtwinkligen Dreiecke OFM die Proportion 


ze MIET FETT OT, 
oder pe b-Zeibeng, 


Diese Proportion liefert 
22 


he 2 Glan eo o ° D . a . D 6) 


IT, und MP zum Vector des Directrixpunktes Tı und zur 


_ Der Direciriepunkt Tı eg gemäß 8.15 inder vom Brenn- 


Behufs bequemer Ausdrucksweise denke man sich die baden 8 


Ei a A 


Fällt man vom Punkte M der Asymptote die Perpendikel 


erhaltenen Maßzahlen, wie die Figur zeigt, durch kleine Buch- - 


Aus dem rechtwinkligen Dreiecke W,0C ergeben sich sofort | 


© =. Mit Bezug auf 5) und 6) folgt für die Charakte 
Ausdruck | 


Für den Endpunkt B des Parameters gilt nach 2) in 
‚die Eezishung | EF 


2 FR 
oder in Zahlen | pP : f 
Hieraus ist reg 


N a Setzt man aus 5) und 7) die Werte, so resultiert 2 vs 
b2 3 es 


ie Dre . D . . er AR: er 


Aus-6) und 8). Iolet =: m pn ee > . e Sr 


Hierin liegt das Mittel für eine praktische Construction | 
des Parameters. | 


b: Für die gleichachsige Hyperbel folgt: aus Su 
| Dr za 


% 


Die Relationen 4) und 5) ergeben 


a? en Ar | 3 Br te 
EI 


er 


8. 79. 


Die Osculationskreise der Hynenet: 


BT Halbiert man in Fig. 79, worin M einen Hyperbeipun 
gs vorstellt, den Winkel und der Außenwinkel an der Spitze des 


Fig. 79. 


} 


rn Dreieckes FMG, so erhält man die Tangente MT und die 
Ei ss MS. | ae 
Nach dem in 8.48 abgeleiteten Lehrsatze ist Be 

ee 


a _ Der Punkt $ ist das Centrum eines Kreises, welcher de 
_ Hyverbel in den Punkten M und N berührt und daher in diesen a 

Punkten je zwei unendlich nahe Punkte mit der Hyperbel n 
gemein hat. 5 


ar man die Punkte M ana N gegen den $ scheite 
wandern, so wird der Tangentialkreis immer kleiner. Er € | 
den lainsten Umfang, wenn die Punkte M und N indem Scheit 
Br A zusammentreffen und hat dann mit der ED vier zusamm er 
fallende Punkte gemein. a ER = a 


ge 


NR In dieser Grenzlage ist der Tangentialkreii ein 
 tionskreis. a 


Bezeichnet man das Centrum des Sch 


 zusammenfällt, so geht die Proportion 1) über in 
ARAFZISEIR 
Hieraus folgt weiter 

AF+SF:AG+ SG = AF:AG. 
8 | Nachdem aber AF+SF=z AS‘ 
en. ud SGZAG+ AS ist, 
= ei so verwandelt sich die obige Proportion in 
Be AS:24G + AS’ — AF: AG. 


Wendet man hierauf einen bekannten Satz an, 
Er | AS':2AG — AF: AG — AF. 
Nach dem Vectorengesetze folgt weiter 
ER AS':2AG — AF: AB. 


man seine Maßzahl mit r. 


Führt man in die Proportion die üblichen Längenzahle en 
ein, so lautet dieselbe 8 : 


r:2>( oe) =c 0:20 


= 2oder r:ctaZze—a:ü. 


“ Hieraus ist ee. 
2 See 
und mit Bezug auf 2) in 8. 78 


27% 
= 


äß den Relationen D) und 9) in $. 78 ist Rs = Sa 7 


; 7 

und y man erhält aus 2) und 3) das interessante Resultat 
j r=p=P. 

f Mit Besteht der Satz: 


Der Radius ‚des Schmiegungskreises ist dem Parameter gleich. ; . 
Da sich der osculatorische Kreis längs eines ‚beträchtlichen . 


Ei imaginär. - 


8. 80, 
Die Parabel als Grenzfall der Hyperbel. 


x _ Fast man die Parabel (Fig. 80) als Grenzfall der Hyverbel 
N = so hat man sich zu ihr eine im Unendlichen befindliche, 


Fig. 80. + 


symmetrische Parabel hinzuzudenken; die beiden Parabeln wenden. | 
| einander die convexen Seiten zu. | u 
ie; Der zweite Brennpunkt @ befindet sich also im Unendlichen 


L "R zwar in dem von der convexen Curvenseite Nester. Theile, =° Se 
Ebene, ‚Jubenso der Scheitel B. Sg 
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Die Nebenachse und das Centrum liegen gleichfalls unendli n 


fern; daher sind sämmtliche Durchmesser zur Achse parallel. E: 


Zu jedem Parabelpunkte und seiner Tangente lassen sich i 


ein centrisch symmetrischer Punkt und eine centrisch symms 


trische Tangente denken, welche beide im Unendlichen liegen. 


Die Scheiteltangente ist als Degenerationsfall des Haupt- 
kreises anzusehen. 


Hält man diese Begriffe über die unendlich fernen Elemente 


der Parabel fest, so Kann man ihre Eigenschaften aus jenen der 


Hyperbel durch Grenzübergang ableiten. 


In gleicher Weise lassen sich aus den Constructionen an 


der Hyperbel die analogen Constructionen für die Parabel aus- 
findig machen, indem man den entsprechenden Grenzübergang 
vollzieht. 

Die Asymptoten der Parabel laufen in unendlichen Ab- 
ständen zur Achse parallel, schneiden sich im unendlich fernen 
Centrum und gehen dann wieder auseinander, um die Ergänzungs- 
parabel zu umfassen. 

Das Vectorengesetz entfällt scheinbar, weil der Leitstrahl 
M@G unendlich groß ist; es kommt aber in der Degeneraßionss 
form des Directionskreises doch zum Ausdrucke. 


Wenn man nämlich von dem unendlichen Leitstrahll MG 


den Vector MF' subtrahiert, so liegt der Punkt Y des Vectors MG 
wegen der constanten Vectorendifferenz in dem Directionskreise. 

Da das Centrum @ dieses Kreises unendlich: fern liegt, so 
degeneriert der letztere in eine Gerade, und zwar in die Directrix, 


denn der Punkt Y des Directionskreises ist vermöge des Parabel- 


gesetzes ME — MP 


identisch mit dem Punkte P der Directrix. 
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